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1 INTRODUCERE

1.1 Sisteme de reglare automata: structura, exemple, scurtd istc;rie

!

Sistemele de reglare automatd sunt sistemele care realizeazd in mod
automat (deci fara interventia omului) controlul uneia sau a mai multor marimi
electrice, mecanice, termice, etc. Exemple de astfel de sisteme se gisesc
pretutindeni. de la aparatele de uz casnic, pdna la cele mai sofisticate sisteme de
navigarie folosite de navetele spatiale.

Astfel. in cazul unui mixer este reglatd viteza paletelor, in functie de
materialul prelucrat si de ceea ce se doreste a se obtine. In cazul unui frigider
temperatura este mentinutd constantd, la o valoare care poate fi aleasa de
utilizator. De fapt in ambele exemple valoarea pe care dorim sd o aiba marimea
controlata se poate varia doar in trepte (de obicei 3-6). si desigur, fard sa se poata
depasi o valoare maxima §i una minima.

Tot viteza de rotatie este cea care este controlata i in cazul unui dispozitiv
pentru testarea discurilor fixe (hard-disc-uri) sau CD-urilor folosite in
calculatoarele personale. Intr-un astfel de dispozitiv discul este rotit cu o viteza
constantd . Spre deosebire de cazul mixerului, precizia cu care trebuie controlata
viteza este de data aceasta extrem de ridicatd. ajungdndu-se pand la cerinta ca
eroarez intre viteza impusi si cea obtinutd s3 nu fie mai mare de 1 p.p.m. (10),
fatad de sd zicem 10%, adicd 10", in cazul mixerului. O aplicatie intermediara in
ceea ce priveste precizia regldrii este controlul automat al vitezei unui
autovehicol, caz in care eroarea este de ordinul 1%, deci 107, Astfel de sisteme
sunt in fabricatie curentd si sunt destinate condusului pe autostrada. cand se pot
parcurge distante mari cu viteza constanta si, cu ajutorul unui astfel de dispozitiv,
fard sa se tind piciorul pe pedala de acceleratie.

Dzca presupunem ca autovehicolul este echipat cu un motor electric, atunci
atdt in cazul mixerului, cat si al autovehicolului si al dispozitivului pentru
testarea discurilor avem de a face cu reglarea vitezei unui motor electric, sa

spunem, pentru simplitate, de curent continuu.'

') Se va demonstra la cursul de Actiondri Electrice, ca practic orice motor poate fi facut s se
comporte ca unul de curent continuu, in ceea ce priveste reglarea vitezei si cuplului.
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stie viteza unui astfel de motor poate fi aproximatd ca

Dupd cum se
limentare dupd o ecuatie de forma:

depinzind de tensiunea dea

¥, =Rin+L—‘Z’li+km, (1.1)
dt

este tensiunea de alimentare, i, este curentul care trece prin motor, @:

in care V,
jar k o constantd. Asadar,

daca variem tensiunea de
itezei (neglijand caderea
). Putem atunci

este viteza rotorului,
m o variatie aproape proportionald a v

alimentare obtine
a rotoricd R si pe inductiviatea rotoricd L

de tensiune pe rezistent

anim entare

Mozor electric

| I Excitatie

a

l Ve 1\6) o

-‘!smcimi

Potentiometru

Reg
(Amplif)

principiu §i schema bloc a unui sistem aulomar

Fig.1.1. Schema electricd de
i motor de curent continuu prin

de reglare in bucld deschisa a turafiei unu

varierea tensiunii la bornele rotorului

a turatiei, in care si variem. in

dalitate foarte simpld de reglare
ui. ca in figura 1.1.

imagina o Mo
3, tensiunea aplicatd la bornele motorul

functie de viteza dorit
in loc ca motorului sd i se ap
varizta prin intermediul unui potentiometru.
Asa cum se vede in aceeasi figura put
ci, in care iesirea y 2 blocului Mot

¢ valoarea doritd y" cu ajutorul blocului Re
care aplica la bornele motorului o tensiune

adic de pozitia cursorului

lice o tensiune constantd (V timentare)> ACEASTA €STE

em sa reprezentam montajul intr-0
(reprezentand motorul) este

forma schemati
g. Acesta din urma

variaia in functie d
este desigur montajul potengiomemric,

mai mare sau mai mica, in functie de valoarea lui y,

potentiometrului.

P
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ésadar, dacd dorim de exemplu sd reducem viteza motorului vo i
potentiometrul in sensul micsordrii unghiului e, tensiunea la bornele mn:)tmlslcé
va scadez? si in consecinta si turatia acestuia. Unghiul a a fost notat in sc(;ru .
bloc cu._r , notatie folosita pentru mdrimea de referintd, adicd marimea cari e
proportionald cu valoarea pe care dorim sd o aibd marimea reglati Te esfe
rotorului a fost notata cu y, notatie rezervatd pentru mdrimea re, Iaii T l'lmla
la l?orflele motorului joaca rolul unei mdrimi de comandi (adiié ce:a :nsmnea
variatd de sistemul de reglare automatd pentru a se obtine variatia amr;ieStf
reglate). Potentiometrul joaca in acest montaj rolul unui re'gulator };entm éml:
:te tciel :;are apl(ijcz'i la bornele sistemului reglat o marime de comandl‘a obtinuié ien
nc.,e. e cea de referintd. In acest caz particular dependenta i ; 3
marjml es'te evident una proportionala. De fapt accstpt:lemexiitl rl::r:s:: lthdmta
decat un simplu amplificator, care amplifica valoarea marimii de referi a .
un nivel ce poate fi aplicat la bornele motorului. e
‘Sav refna'.rcé.m ca turatia motorului nu este influentatd doar de marimea d
refex.‘m;a, ci si de valoarea tensiunii de alimentare precum si de cea a cuplul a' de
sarcina. AsAtfel, daca tensiunea de alimentare creste tensiunea aplicatd l: I:o:rllel:

“motorului §i isi i i
si deci si turatia acestuia vor creste, atunci cind marimea de referinta

e;s:; :;st:fé. O crfstere a c.uplului de s.arcina aplicat la axul rotorului va duce la
e 1eze‘1, cand marimea de referinid este constantd. Asadar marimea
reig]fata. nu depll.lde doar de comanda u, ci si de alte marimi externe. Aceste
n'1ar1m1 care z%cn.oneaza din exterior asupra sistemului de reglare si inﬂllxenteaza
\-'.aloarea marimii reglate si care sunt independente (nu pot fi modifi
sistem) se numesc perfurbatii. e
In i:azul schemei din figura 1.1 este clar cd turatia motorului nu este
controlatd cu o precizie prea buni, deoarece efectul perturbatiilor nu poate fi
conjpensat de catre regulator, acesta mentindnd permanent p’entru 0 rife et;
d.ata, 0 fensxune constantd, independent de viteza reald a motorului. Astﬂ:lmé
sisteme in care reglarea se face independent de valoarea reald a marimii reglat X
d'eoarece regulatorul nu are nici o informatie referitoare la aceasta se n e
sisteme de re%]are automata in bucld deschisd. De exemplu, un astfel de :ir:tesc
este‘ cel folosit in cazul mixerului, deoarece eroarea admisibild este mai o
decat cea datorata valorilor uzuale ale perturbatiilor. o
Evident o astfel de schema nu se poate aplica in-cazul feglirii vitezei

1 c deoaIeCC pICC’ZIa cerutd este ”luh mail mare. SC}lelna dC
autOVeh COIU[Ul CleC[rl N
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reglare va trebui si {ina cont de viteza reald a maginii, structura ei fiind de tipul
celei din figura 1.2.7
vy (”’m’rxmn:'v:) V2 (“[fnn'm&)

u A y

y & -
/ — Reg ¥ Amplif Mor
T_ | v, o,
L

Fig.1.2. Schema bloc a unui sistem automar de reglare in bucla inchisa a

-

rurafiel unui moor de curent continuu prin varierea tensiunii la bornele

n:ororului.

: De data aceasta turatia motorului este masuratd §i este comparatd cu
madrimea de referintd. Daca marimea reglatd este mai mica decat cea impusa (deci
eroarea ¢ este pozitivd) regulatorul face sd creasca tensiunea aplicata la bornele
motorului, turatia crescand i ea. Similar, cand & devine negativ marimea de
comanda u scade si la fel si V,, ducand la scaderea vitezei. in acest fel turatia
reald este permanent adusd la valoarea de referinta. chiar atunci cand existd
perturbatii. Sistemul se numeste in bucld inchisd, sau cu reactie, datorita acestei
informatii care vine de la proces spre regulator. Se observi ca in acest caz apare
un bloc nou, un regulator propriu-zis. Acesta este cel care in functie de eroarea ¢
variazd comanda u. care e amplificati de potentiometru §i aplicata apoi
motorului. Functionarea schemei din figura 1.2 este similara cu felul in care
actioneaza soferul care conduce fara un asifel de sistem. Astfel, el compara
indicatia -vitezometrului (viteza reald) cu viteza pe care o doreste (referinta) si
dac2 este mai micd apasa mai puternic pedala de acceleratie (care, in cazul unui
automobil electric. modifica pozitia cursorului potentiometrului, marind
tensiunea aplicatd la bornele motorufui). Cu alte cuvinte omul “calculeaza™
diferenta dintre referintd si marimea reglatd si modifica in consecintd marimea de
comanda, indeplinind exact rolul regulatorului.
Alte cateva exemple de sisteme de reglare automatd sunt:
e sisteme de reglare a pozitici:

- lifturile;

%) Aceasta este o varianta simplificata: o solutie mai completa va fi discutata ulterior.
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- magini de gaurit plici pentru circuite impri i
g primate si de montat circy;
ooy rcuitele pe
- magini de impachetat sau etichetat;
- magini pentru sortarea scrisorilor;

- magini pentru decupat circuitele integrate de pe suport;

- roboti industriali: '
e sisteme de reglare a vitezei:

- pompe, compresoare, ventilatoare;

- masini de spalat automate.
e sisteme de reglare a temperaturii §i umiditatii: incubatoare, incinte locuite:

- . o s o
sisteme de reglare a traiectoriei §1 vitezei de zbor a avioanelor (piloti
automati); ,

e sisteme de dirijare a navelor spatiale.

Sistemele de reglare automata sunt mult mai vechi decat s-ar putea crede:
acum circa 2000 de ani Hero utiliza un sistem ingenios bazat pe diferenta de

_presiune data de dilatarea aerului incalzit pentru deschiderea usilor unuj templu

}éra un sistem in bucla deschisi, a carui schema de principiu este prezentati in
figura 1.3. Datorita cresterii presiunii aerului incalzit de focul din altar apa din
rezervor era impinsi in cildare. Cildarea devenea astfel mai grea decit
conTragreutalea si aparea o miscare pe verticala, care era convertiti cy ajutorul
unui sistem de franghii in miscarea axelor usilor, care se deschideau astfe]

Aer

Contragreutate
Flacara
Rezervor Caldare

Fig.1.3. Schema sistemului automar al Iui Hero de deschidere a usilor
templului ‘

] entru "]Chldele S¢ stingea IOCUI. aer u' S€ racea 51 aPa revenea in rezer vor,
= A
(=

cilda /a i i 3
rea avind acum miscarea inversa. de urcare. Efectul era probabil foarte

g aNau? SR
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spectaculos, mai ales cd focul folosit era chiar cel din altar iar sistemul era
destinat deschiderii usilor la sosirea mai-marilor zilei.

Primul sistem de reglare automatd in bucla inchisa utilizat pe scard larga
pare si fi fost regulatorul centrifugal al lui James Watt (1788). Schema sa
principiala este cea din figura 1.4. Acest regulator a fost intens folosit la masinile
cu abur. El consta in o pereche de bile suspendate pe un ax care se roteste cu
viteza masinii. Datorita fortei centrifuge bilele au tendinta s se ridice (a scade)
atunci cand viteza creste. Aceastd miscare duce la ridicarea unei tije care
actioneaza asupra unui ventil. micsordnd viteza masinii. Considerand variatii
mici ale unghiului @ se pot scrie usor ecuatiile ce descriu functionarea acestui
regulator, dar analiza lor nu e tocmai ugoara. Printre cei care s-au ocupat de acest
subiect de-a lungul timpului s-a aflat si Maxwell.

inci inainte de al doilea razboi mondial incep s apard primele studii
importante pentru teoria modemna a reglarii. cum ar fi [78]. care inaugureaza
cercetarile in domeniul servomecanismelor i impune acest termen provenit din
servant si mechanism. De asemenea Nyquist inaugureaza in 1932 [82] domeniul

analizei in frecventa a sistemelor de reglare automata.

__— Acjionare ventil

Fig.1.4. Schema simplificard a regulatorului centrifugal al lui James Wart

Dupa rizboi cercetarile in domeniu si aplicatiile sistemelor de reglare
automatd cunosc o adevaratd explozie, favorizate de progresele generale ale
tehnicii (si favorizindu-le la randul lor). In special progresele electronicii §i
aparitia primelor calculatoare au fost determinante pentru dezvoltarea sistemelor
de control. Cateva scurte repere: in 1945 apare lucrarea lui Bode [6] referitoare la
domeniul analizei in frecventd. in 1948 Evans prezinta teoria locului radacinilor
[77]. in anii *60 Kalman si 2ltii se ocupd de problemele filtrarii si comenzii
optimale [79]. iar la inceputul anilor 70 Luenberger aduce noi contributii la
rezolvarea problemei estimarii [81]. Cam in aceeasi perioada savantul roman
Vasile Mihai Popov, fost profesor la Politehnica din Bucuresti, isi publica

Introducere

principalele lucrdri referitoare la sisteme nelineare, introducind nofiunea de
hiperstabilitate [63].

Schema din figura 1.2 este schema generala, de principiu, a oricdrui sistem
de reglare automatd in bucld inchisid. Astfel de sisteme sunt capabile de
performante foarte bune i, datoritd cerinfelor din ce in ce mai mari impusg de
dezvoltarea tehnologicd, sunt folosite in majoritatea aplicatiilor.

Scopul principal al cursului este prezentarea principiilor care stau la baza
proiectarii unui astfel de sistem, pentru ¢ in pofida diversité{ii foarte mari a
aplicatiilor, toate sistemele de reglare automata se bazeazi pe aceleasi principii.
Pentru a permite o abordare unitard a tuturor acestor aplicatii, in prima parte a
cursului vor fi prezentate diverse modalitati de descriere a sistemelor si vor fi
analizate principalele lor proprietati. Pornind de la aceste rezultate partea a doua
va prezenta mai multe metode de sintezd a sistemelor de reglare automata si va
analiza performantele pe care le pot obtine astfel de sisteme.

Desi prezinta principiile generale ale teoriei sistemelor §i controlului, cursul
de fatd este géandit din prisma aplicatiilor bazate pe folosirea actionirilor
electrice. Aceste aplicatii sunt deosebit de numeroase la ora actuald. Ele domina
piata automatizarilor industriale §i se estimeazi o crestere continud a numarului
lor, tinzandu-se ca in viitor toate aceste sisteme sd fie cat mai inteligente si sd
indeplineasca functii cat mai complexe.' Acest lucru este favorizat de adevirata
revolutie produsa de dezvoltarea microelectronicii si foarte probabil in curdnd va
fi influentat de explozia telecomunicatiilor care vor duce la comanda de la
distanta a proceselor industriale si la crearea de retele cuprinzand toate sistemele
automate dintr-o fabrica si chiar din mai multe fabrici.

Actualmente se apreciazd cd un bun specialist in sisteme de reglare
automatd bazate pe actiondri electrice trebuie si aibd cunostinte solide in
urmatoarele domenii: matematica, limbaje de programare (C, asembler) pentru
PC si procesoare de semnal, folosirea programelor de proiectare asistata de
calculator (Matlab, Mathcad), masini si actiondri electrice si, fireste in teoria
sistemelor si controlului.

De aceea cursul de fatd foloseste cunostintele de matematicd dobandite in
anii I si II, in special cele de algebrd liniara, functii complexe si transformari
integrale. In acelasi timp, cursul se leaga direct cu discipline ce vor fi studiate in
anii urmétori, cum ar fi masinile §i actiondrile, electrice, sisteme cu
microprocesoare. De asemenea la sedintele de laborator se urmareste
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familiarizarea studentilor cu folosirea principalelor programe de proiectare

asistatd de calculator.

1.2 Definirea notiunii de sistem dinamic

in acest paragraf vom introduce notiunea de sistem dinamic. Pentru inceput

sa precizam ce se intelege prin notiunea de semnal.

Definitie: Se numeste semnal continuu o aplicatie x:R— M. unde
M < Reste multimea valorilor pe care le poate lua semnalul.
Se numeste semnal discret o aplicatie x Z->M,cu McCR.
Se numeste semnal numeric (digital) o aplicatie x:Z — M .cu

McZ.

Asadar un semnal continuu este definit pe un suport continuu si ia valori de
asemenea intr-o multime continua. in aceasta clasa intra majoritatea semnalelor
intlnite. reprezentate ca functii de timp, cum ar fi tensiunea de la reteava de
alimentare casnici. sau viteza unui automobil aflat in miscare pe 0 gosea. De

exemplu, in primul caz semnalul poate fi aproximat ca fiind:

V()= 220N2 cos(100at+,) (1.2)

si are reprezentarea din figura 1.5.

v 400;

v
20—

ocz 005 OB 01
cz 004 c o8 0 ' [S ]
Fig.1.5. Exemplu de semnal continuu: tensiunea de la refeaua de alimentare

casnicd

RiAreREE SMineY b ‘«'.hmy,fkk“‘ S R
N “7E Introducere

Semnalele discrete nu mai sunt definite pe un suport continuu, ci pe unul discret,
cu alte cuvinte, dacd sunt reprezentate ca functii de timp acesta nu poate lua decat
valori discrete, in multimea numerelor intregi cu semn. Astfel de semnale apar in
special in cazul sistemelor numerice de control, in care diverse semnale continue
sunt citite §i prelucrate la un interval de timp fix. de exemplu la fiecare
milisecunda. Daci realizim o astfel de citire in cazul tensiunii de la retea obtin’em
un semnal discret, care se poate scrie in functie de numarul citirii astfel:

v,(n)= 220V 2 cos(10070.00In+ ¢, ) = 22032 cos(0.1m + o)  (1.3)

unde:n=..-2,-1,0,1,2...
Graficul acestui semnal este redat in figura 1.6., pentru n>0. Evident, ca si
in cazul semnalelor continue momentul zero are un caracter arbitrar, putand fi

asociat oricdrui moment. In acest caz am asociat n=0 inceputului citirii.

v, 490 ———1
L Ak 3T
ol ra— Nl
20+ S < T
; 1~ o] | | i I 1
o ’ _LI 3 ‘l I Lt 1‘
150l - i
-100} IS e
Sl
< ;

0 5 10 15 20 n

Fig.1.6. Exemplu de semnal discret: semnal obfinut prin citirea la intervale
de Ims a semnalului continuu din figura 1.5. Reprezentarea este facutd in

functie de numarul citirii.

Valorile pe care le ia semnalul apartin unui interval din R, deci sunt

continue. De altfel ele sunt exact valorile semnalului neted in momentele citirii:
v(0.001*n)=v,(n) (1.4)

Asupra acestor aspecte ce apar la citirea unui semnal continuu de cétre un
sistem numeric de calcul. prin intermediul unui convertor special vom reveni in

capitolul 3. Sa remarcam deocamdatd doar faptul ca operatia prezentatd mai sus
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este un caz ideal, in realitate convertorul §i sistemul numeric neputind si
reprezinte §i sa opereze cu valori continue.

In realitate reprezentarea se face cu numere intregi, legitura intre aceste
numere si valorile din gama de reprezentare a semnalului continuu fiind daté de o
constantd de scalare, proprie sistemului. Apare in acest fel, prin trunchiere sau

prin rotunjire. un semnal numeric, acesta fiind cel cu care opereazd sistemul

numeric.
Zf_ﬁ - T 3 2 ‘(‘ -
(<] j Q i 15
1.5—+= i o ] =
1 ! | 1 3
N e aE
< 1 V.o
e P
¢} é) 0 5 \>a52
L
05 05
) L o L
-1 > =
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5 : g
¥ | OLL® ! “
5 T 1 1
c 5 10 15 20 “0 5 10 15 20
a) b)

Fig.1.7. Un semnal discret §i semnalul numeric obfinut din acesta prin

roturjire.

De exemplu, pentru semnalul de mai sus sa consideram ca aceasta constanta

de scalare ar avea valoarea:

k., =156V

(1.5)

Daca impértim semnalul discret de mai sus la aceastd constantd obtinem
semnalul discret din figura 1.7.a. Daca rotunjim valorile acestui semnal la cel mai
apropiat intreg, se obtine semnalul numeric din figura 1.7.b. Asadar un semnal
numeric poate lua doar valori discrete (numere intregi) la momente de timp
discrete.

Putem acum defini notiunea de sistem cu timp continuu §i respectiv discret.

Definitie: Se numeste sistem (dinamic) cu timp continuu (sau sistem neted)

perechea de functii (f, g) cu semnificatia:

10

= % = J(t %)

(1.6)
y=gl(t,x,u)
in care 7 € Riar X, u, v, y sunt semnale continue, numite astfel: !
xeR" - starea sistemului ‘
ueR" - intrarea sistemului
veR" - perturbatia asupra sistemului
y€R? - iesirea sistemului

Asadar un sistem dinamic neted este alcituit dintr-un sistem de n ecuatii
diferentiale si unul algebric, cu p ecuatii. Se atrage atentia asupra diferentei dintre
notiunea de sistem definitd mai sus (adica sistem de ecuatii) $i cea traditionala, de
grupare de obiecte. Riguros vorbind in sensul teoriei sistemelor, in locul notiunii
traditionale de sistem se foloseste cea de proces, sistemul fiind descrierea
matematica a procesului. in multe lucrari insa notiunea de sistem se foloseste cu

. dublu sens, atét ca sistem fizic cat §i ca descrierea sa prin ecuatii matematice.

Definitie: Se numeste sistem (dinamicy cu timp discret (sau sistem discret)
perechea de functii (£, g) cu semnificatia:

x(t+1) = f(t,x,u,v)
(1.7)
y=g(t,x,u)

in care t € Ziar x, u, v, y sunt semnale discrete, cu aceeasi semnificatie:

xeR" - starea sistemului

ueR"™ - intrarea sistemului

veR™ - perturbatia asupra sistemului
y€E€R” -iesirea sistemului

In cazul sistemelor discrete, in locul ecuatiilor diferentiale apar asa numitele
ecuatii cu diferenfe. Acest lucru apare firesc daca ne amintim definitia derivatei

unui semnal continuu:

1
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. dx  x(t+8t)-x(t)
=——=l —_— .
b " &l_zg’ 7 (1.8)

§i tinem cont ¢ pentru semnalele discrete §¢=/7. Cu accastd inlocuire se
observa ci ecuatia diferentiala se transforma intr-o ecuatic cu diferente.

Se poate vedea imediat ¢d in definitia de mai sus semnalele pot fi atit
discrete, cdt 51 digitale, singura diferentd fiind. asa cum am vizut. eroarea de
trunchiere care apare la reprezentarea semnalelor numerice. In cele ce urmeaza
vom considera doar cazul semnalelor discrete.

Pentru o scriere compactd a ecuatiilor. atunci cind nu conteazd daca

sistemul este neted sau discret introducem notatia:

. dx
X=-— pentrure R
x={ (1.9)

{xl: +1) pentureZ
ecuatiile putdndu-se scrie acum:
x'= f(t,xu,v)

(1.10)
y=glt,x,u)

Un sistem dinamic se poate reprezenta grafic ca in figura 1.8.a, in care se
evidentiaza legaturile sale cu exteriorul, fara sa se precizeze si descrierea sa.

Aceasta poate 11 facutd de exemplu ca in figura 1.8.b.

I 1"
1 ¥ (——‘ ¥
-Ij—- X —_— u—-—o f.2) L————»

i

a) b)

Fig.1.8. Exemple de reprezentare grafica a unui sistem dinamic
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1.3 Clasificarea sistemelor dinamice

Clasificarea sistemelor se poate face. desigur dupd mai multe criterii in
continuare le vom considera pe cele mai importante.

e in primul rind. asa cum am vizut in paragraful anterior, in functie de tipi'xl
semnale care compun ecuatiile sistemului, acesta este:

- neted, sau

- discret
e dupa cum functiile (. g) depind sau nu explicit de timp, sistemele sunt:

- variabile in timp, cand f = f(t,x,u,v) si/sau g=g(r,x,u), respectiv

- invariante, cand f=f(xuyv)sig= g(xu).

Sistemele invariante au proprietatea ci daci pleaca din aceleasi conditii
initiale si li se aplica aceleasi marimi externe x si v, evolutia starii este aceeasi
) i ) ¥ td
indiferent de momentul de timp la care se produce experimentul. Acest lucru este
ilustrat in figura 1.9.

»

n 15} t

Fig.1.9. Evoluzia siarii unui sistem invariant este aceeasi cdnd conditiile
initiale §i marimile externe sunt aceleasi.

 dupa cum functiile (£ g) sunt sau nu liniare in X, u, v, y, sistemele sunt:

- liniare, cand ambele functii sunt liniare, sau

- neliniare. cand cel putin una este nelinjara.

Un sistem invariant liniar va avea asadar ambele functii liniare in X, u, v,y
deci va fi de forma: .

x'=Ax+Bu+ Ev
(1.11)

y=Cx+Du

13
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in care 4, B, C, D, E sunt matrice de dimensiuni corespunzitoare (astfel incat sa

se poata realiza operatiile de inmultire §i adunare):
AeR™, BeR"™, CeR™ DeRM 6 EecR"™

e dupid cum parametrii care apar in functiile (f, g sunt sau nu variabili in timp,
sistemele sunt:
- cu parameltrii constati, sau

- cu parametrii variabili.

In ultimul caz parametrii pot depinde fie explicit de timp, fie intr-un mod
indirect. Exemplele ce vor fi discutate in paragraful 1.5 vor clarifica mult mai

bine aceste notiuni.

1.4 Structuri particulare de sisteme dinamice

Pornind de la forma generala a unui sistem dinamic liniar, data de ecuatiile
1.11, se pot evidentia citeva structuri particulare, care se vor dovedi folositoare
atat pentru analiza proprietdtilor sistemelor, cit si in proiectafea sistemelor de
reglare automata. '

in primul rdnd sa observam ca atdt intrarea cit si perturbatia sunt marimi
care actioneaza din exterior asupra sistemului, diferenta intre ele fiind aceea ca
intrarea poate fi usor controlatd intr-un sistem de reglare automata, in timp ce
perturbatia este complet independentd. De exemplu, in cazul unui automobil care
se deplaseaza pe o sosea, atat forta dezvoltatd de motor, céat si fortele date de
frecarea cu solul, de inclinarea soselei, sau de vént actioneaza simultan si
modificd viteza automobilului. Desigur, doar prima este cea care poate fi
controlatd intr-un sistem de reglare a vitezei (fie el automat sau prin actiune
umana), celelalte fiind perturbatii, asupra cdrora nu avem nici o influenta.
Similar, in cazul unui motor de c.c., starea este determinatd atat de tensiunea
aplicati la bornele motorului cét 5i de cuplul dat de sarcina. $i in acest caz putem
face aceeasi distinctie intre aceste doud marimi.

Dacd insd am imagina un sistem de reglare a vitezei motorului in care sa
avem acces atdt asupra tensiunii cdt si asupra cuplului care actioneaza din
exterior asupra axului masinii, aceastd deosebire ar dispare. Acelasi lucru se

intampld de asemenea daca pur si simplu ne intereseaza felul in care se comporta

14
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sistemul ca urmare a actiunii mrimilor externe, fird a face nici o distinctie intre
felul acestora. In aceste cazuri vom grupa vectorii # si v in unul singur, prima
ecuatie din 1.11 devenind:

(112)

3
’ u not
X'=Ax+Bu+Ev =A.\'+[B E][ J = Ax+ Bu
A 4
si deci sistemul se poate scrie:

x'=Ax+Bu
(1.13)

y=Cx+Du

Un alt caz particular interesant este acela in care asupra sistemului actioneazi o
singurd marime externd, iar iesirea este de asemenea una singura. in acest caz,
att u cat §i y sunt scalari, iar matricele B, C si D sunt vectori, ecuatiile devenind:

x'=Ax+bu
y=c'x+du (1.14)
[
cu B:i’ P leR™ >b, C=]c, cal€e R™ = ¢”si d scalar.
Rz

Astfel de sisteme se numesc sisteme cu o intrare §i o iesire si se abreviaza
SISO (din limba englezd). Similar, toate sistemele care nu sunt de acest tip sunt
cu intréri §i/ sau iesiri multiple, si se abreviaza MIMO.

Se observi ci toate sistemele liniare sunt precizate complet daci se cunosc

matricele A4, B, C si D, astfel incat un sistem liniar dat se poate scrie prescurtat;
(4,B,C,D),sau (4, b, c’, d)

De asemenea, deoarece de multe ori matricea D este nula, sau pur si simplu
cand nu intereseaza efectul direct al intrarilor asupra iesirilor, se va scrie:

(4,B, C),sau (4, b, c").

15
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1.5 Modelarea proceselor - consideratii generale

In acest paragraf vom discuta citeva aspecte generale legate de felul in care
se pot obtine ecuatiile unui sistem dinamic. urmind ca pe parcursul cartii sa
revenim cu o analizad mai amanuntita.

Asadar webuie ca pentru un anumit proces (fizic. tehnologic, etc.) sa
obtinem o descriere matematicd de tipul general dat in ecuatia .1.6, deci de tipul
unui sistem dinamic. Operatia de obtinere a ecuatiilor sistemului ce descrie un
proces dat se numeste modelarea procesului.

Existd doua modalitati de a realiza acest lucru:

e ecuatiile sistemului se obtin din ecuatiile fizice ce se pot scrie pentru procesul
respectiv:
e ecuatiile sistemului se obtin in urma unor experimente. din analiza iesirii y §i
a intrdrii 4 care a provocat-0. Aceastd operatie se numeste identificare.
Oricare din aceste doud pesibilitati este folosita. scopul este acelasi:

<IT

obtinerea unui model care sa fie folosit in proiectarea unui sistem de reglare
automata z c-ocesului respectiv. De aceea modelul trebuie sa satisfaca doua
cerinte. de multe ori contradictorii: pe de o parte si descrie cdt mai precis
procesul respectiv. pentru a obtine o reglare cat mai performanta, iar pe de alta

arte si fie cit mai simplu. pentru a face mai usoarad proiectarea si realizarea
P plu. p $ p $

sistemului de control.
Exemplu: sz se giseasca un model pentru circuitul RLC serie prezentat in figura
. pe baza cdruia sa se poata proiecta un sistem de reglare automata
incarcare a

2 curentului prin circuit (sau a tensiunii de

cozdensatorului).

R ¢ L
<8 Vo Ve 174 v Iy

Fig.1.10. Schema electrica a unui circuit RLC serie
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Considerdm un circuit RLC la bornele ciruia se aplica o tensiune v
curentul care rezulta fiind notat i,. Deoarece pentru un astfel de circuit se pc:t’
scrie foarte usor ecuatiile date de legile lui Kirchhoff, vom folosi primul
procedeu de modelare. Evident, forma finala sub care trebuie aduse aceste ecuatii
este cea datd de ecuatia .1.6., deci ne intereseazi si separam in partea stangi

toate derivatele care apar. Putem scrie: !

Y, SWp W, + Ve (1]5)

unde: v, =Ri,, v, :Ldia,
S at

Se observa ci prima derivatd cautati este cea a curentului. Expresia

%=éﬁw

tensiunii pe condensator nu este folositoare in accasta forma scopului nostru
. . ’
deoarece contine o integrald. Daci o derivim insa, obtinem:

g =2
dt

(1.16)

Se observa ca starea sistemului are doua componente: tensiunea pe
condensator i curentul prin circuit. deoarece ele sunt singurele care apar
derivate. Ecuatiile se pot usor aranja in forma:

s

va=Ria+L‘Z" +v,
t
d, 1. (1.17)
=—i
ad C°
si imediat apoi:
iy Ri +1\ !
= - —_Vy -_——a
dt L° L ‘
dv, 1. (1.18)
haddl ER Y-
a C°

17
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Mai mult, se vede ci functia f este chiar liniard in raport cu aceste variabile,

deci am obtinut chiar un sistem liniar:

Y=Ax+Bu+Ev (1.19)
unde:
_R _1I ]
A= ]L L . B= Z A
— 0 0
C L

iar E este nedefinita. deoarece nu existd nici 0 perturbatie v.
in ceea ce priveste ecuatiile algebrice ce descriu iesirea sistemului, ele
depind evident de cine sunt componentele vectorului y, cu alte cuvinte ce anume

se masoara. De exemplu, daca se masoard curentul ;, vom scrie:

y=i,=C-x+D-u=[i 0}-x (1.20)
cu alte cuvinte: C = [1 0} iar D =0.
Daca insd se misoard atat curentul i, ct si tensiunea pe condensator:
i 1 0]
=k | = 0ok D> =" .X 1.21
2% e ¥ o2

1 0
adica: C=g“ 0§ iar D=| |.
;_0 I} 0

De asemenea am putea masura ciderea de tensiune pe rezistor i cea pe

bobina, adica v si v;. Aceasta din urma se poate exprima in functie de

componentele vectorului de stare astfel:

(1.22)

VL = Vo~ Rla —Ve
si deci:

“'[Vl =cx+p-u=| | 01' 0] 1.23
=1, 1 X e W _1‘,\“1“4" (1.23)

L

18

Introducere

R
adica: C=g- 0:] iar D:[O}_
[-R -1 1

Se observi cd dimensiunile matricelor C §i D diferd in functie de numirul
de iesiri considerate. in sfarsit, trebuie spus cd numarul iesirilor poate fi mai mare
decét numarul starilor sistemului, chiar daca aceasta situatie este mai rar intalnita
in practica. De exemplu, pentru sistemul de mai sus se puteau masura simultan
curentul i, tensiunea pe condensator v §i fluxul bobinei.

Daca in bucla formatd de circuit se induce (datorita unui camp
electromagnetic exterior, variabil in timp) o tensiune v, ea reprezinti o
perturbatie asupra sistemului, deoarece in sistemul de reglare automatd a
curentului (sau tensiunii de incdrcare a condensatorului), v,,, nu poate fi (cel mai
probabil) controlata. in acest caz este usor de observat ci ea apare in ecuatiile de
mai sus ca insumandu-se cu v, §i deci: ’

V= Voxt

Desigur, dacd si aceastd tensiune este controlatd (de sistemul de reglare
- - . . i =
automatd), sau daca pur §i simplu nu intereseaza distinctia intre comanda si
perturbatie, ambele fiind privite ca intrari in sistem, putem scrie:

1

B=|L

I_O

v=20, E nedefinita.

Alid observatie este cd pornind de la aceleasi ecuatii fizice, matricele 4, B,
C si D pot avea expresii diferite, depinzdnd de ordinea in care se consideré
componentele vectorilor de stare si de iesire. In exemplul de mai sus puteam scrie
intai ecuatia tensiunii pe condensator, adica puteam alege:
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si am fi obfinut matricele 4 §i B cu liniile permutate. Cu alte cuvinte, am fi unde ¥, este tensiunea de alimentare, i, este curentul care trece prin rotor, @, este
obtinut acelasi sistem, dar scris in alt sistem de coordonate. N'om reveni asupra viteza rotorului, iar k o constantd, depinzind de constructia masinii si d - |
. X . : d struct i de curentu
acestui lucru in capitolul 2. o . .
P statoric. Cuplul masinii este notat m, iar cel pe care il opune sarcina m_. R si L
st ¥

Fcuatiile 1.19..1.23 sunt acelea ale unui sistem liniar si invariant. sunt rezistenta i respectiv inductivitatea rotorului, iar J este momentul total de

Parametrii sistemului pot fi constanti. sau variabili. Fireste ¢d in realitate inertie al motorului §i sarcinii. Schema unui astfel de motor este cea din figura
rezistenta creste odatd cu incalzirea datorata pierderilor Joule. asadar R estc un 1.11, unde e, reprezintd tensiunea contra-electromotoare, sau ciderea de tensiufie

parametru variabil. Pentru a simplifica ecuatiile sistemului, aceastd variatie va fi pe rotorul ideal, datoratd rotirii acestuia, respectiv termenul ke, in ec. 1.25.
insa ignoratd, atdta timp cdt precizia nu va avea de suferit. Valoarea R va trebui R ; L
a

insd sa fie consideratd ca variabila daca se doreste controlul curentului cu o

| Excitatie

precizie foarte ridicatd si dacd ponderea rezistentei este mare comparativ cu Va

reactantele .Y; i X
O - m

De asemenea, in realitate bobina se poate satura atunci cand curentul care o

ms

parcurge creste peste o anumita valoare. In acest caz caderca de tensiune pe

Bobingd my mai are expresia de mai sus. ci devine: Fig 1.11. Schema motorului de c.c. cu excitatie independentd
e @L_ _ dL(i, )i, (1.24) .I.’roce(%zind int?cxnai ca §i in exemplul precedent obtinem urmatoarele
dt dt ecuatii ale sistemului:
cu alte cuvinte sistemul este nelinear. Din nou se va incerca s se ignore acest Rk
lucru, pentru a pastra sistemul liniar. Chiar daca acest lucru nu e direct posibil, se {’:n ] _| MI,‘]{ e 1+ - v +‘— 01
poate incerca, in functie de cerinele impuse sistemului de reglare automata, o |k J o, | é‘ " t—j M (1.26)
limitarea curentului i,, astfel incat saturatia sa fie evitatd. Aceste eforturi de a o
pastra sistemul liniar sunt justificate, aga cum se va vedea. de faptul ca este mult Similar sistemul este liniar, cu parametrii constanti, atata timp cat se poate
mai usor de lucrat cu un model liniar pentru construirea unui sistem de reglare neglija variatia rezistentei rotorice si saturatia circuitului magnetic rotoric. De
automata. Si considerdm in continuare un alt exemplu. asemenea, trebuie remarcat ci pentru obtinerea acestui model simplu. si de altfel
foarte eficient pentru proiectarea sistemelor de control, s-au folosit o serie
Exemplu: sa se gaseascd un model pentru motorul de c.c. cu excitatie separatd, in intreagd de ipoteze simplificatoare’. Acestea permit simplificarea considerabili a
scopul proiectérii unui sistem de reglare automata a vitezei. ecuatiilor, fard a se pierde insd mult in ceea ce priveste acuratetea modelului,
toate fenomenele importante fiind bine descrise. |
Asa cum se cunoaste de la cursul de Masini Electrice, si cum spus deja n Uzual. in cazul sistemelor de actiondri cu motoare de c.c. se méasoara atat
treacit si in primul paragraf. ecuatiile unui astfel de motor sunt: viteza, cit si curentul’, astfel incat ecuatiile de iesire sunt:

di,
v, =Ri, + L—"+ko,

dr (1.25) | ;
do, ; '
r=m-m_=ki_—m '

s a s i 1 ..

di , ) V. cursul de Masini electrice
) Acest lucru va fi explicat in cadrul cursului de Actioniri Electrice

J
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si deci matricele sistemului sunt:

I -
s 1 |0 7 0 To
L\ B=|7|,E=/_1|,C=l_ ‘
i ()J 0 LJ LY Al L8l
\.J

Si in acest caz am considerat cd inductivitatea rotoricd nu se satureaza,

(1.27)

astfel incat sistemul sd rezulte liniar. Din nou. parametrii vor fi considerati
constanti ori de cate ori acest lucru este posibil (in majoritatea aplicatiilor uzuale
adica, atunci cand variatia lor este mica). O exceptie este de exemplu cazul unui
ascensor de mare capacitate, in care momentul de inertie total variaza in limite
largi in functie de numdrul de persoane din cabina (adicd de masa cabinei). O
problema interesantd care apare este asadar pdnd la ce limita a variatiei
parametrilor putem lucra cu un model invariant. si respectiv cand trebuie
considerati parametrii variabili (si in consecintd se va proiecta un regulator
special. de exemplu unul care s& se schimbe in functie de variatia parametrilor).

In primul caz regulatorul are o structurd fixa si trebuie s3 atenueze efectele
variatiilor parametrilor asupra performantelor sistemului de reglare, fard a
“banui” aceastd variatie, in timp ce in al doilea regulatorul va trebui sa se
schimbe in functie de variatia (mésuratd sau dedusa) a parametrilor. Raspunsul
nu este foarte simplu, deocamdata trebuie retinutd doar ideca cd in cazurile in
care parametrii variazd putin este preferabil din toate punctele de vedere sa se
lucreze cu modele invariante.

O observatie interesanta este aceea ca sist temele ce descriu circuitul RLC
serie si respectiv motorul de c.c. cu excitztie independenta au exact aceeasi
forma. diferind doar valorile parametrilor (zdicd ale coeficientilor matricelor).
Asadar, toate concluziile pe care le vom trage referitoare la proprietatile unuia
din aceste sisteme, si la felul in care se poate proiecta un sistem de reglare
automata, vor fi valabile pentru ambele cazuri. Mai mult, putem intelege cum de
este posibild gasirea unor metode generale de proiectare a unor sisteme de reglare
automata pentru procese atdt de diverse, cum sunt cele prezentate in paragraful
1.1: procesele sunt diverse, dar modelele lor sunt, in foarte multe cazuri,

asemanatoare. Chiar dacd aceastd asemdnare nu este perfectd, ca in cazurile
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... analizate mai sus, totusi simplul fapt ci sunt liniare, este suficient pentru a

permiite tratarea lor generald, indiferent de valorile parametrilor i de semnificatia
lor fizica.

In exemplele de mai sus componentele vectorului de stare x nu sunt
intdmplatoare, ci au o semnificatie fizica foarte precisa: in toate cazurile ecuatii}e

provin din ecuatiile unui bilant energetic de forma:

dW
o

i

(1.28)

adicd variatia energiei unui element care inmagazineazi energie se regiseste in
suma puterilor care intrd, ies, sau se consuma. Acest lucru poate fi inteles foarte
simplu pentru un circuit RL serie, din a cérui ecuaie:

di,
se obtine. prin inmultirea cu 7, a ambilor membri:
=Ri di,
i, +Li,—%=Ri +L-—*2
[ d (1.30)
adica: P, = Py + dW
dt

Asadar, puterea primita din exterior este egala cu suma puterii disipata pe
rezistenta si a variatiei energiei inmagazinatd in bobind. Asadar, in acest caz
curentul este variabila de stare pentru ca in circuit existd o bobini, care este un
element ce inmagazineaza energie, iar aceastd energie depinde de curent. Similar,
daca existd un condensator inseamnd cd tensiunea la bornele lui va fi una din
componentele starii, iar daca existd un corp in miscare de rotatie (corpul avand
desigur un moment de inertie) viteza sa de rotatie va fi de asemenea componenta
a starii. Aceastd legdturd intre energia inmagazinatd de diverse elemente si
variabilele de stare care apar datorita lor este dati in tabelul 1.1.

Asadar, simpla examinare a elementelor existente in procesul ce trebuie
modelat ne indicd ce variabile de stare vor fi in sistemul rezultant in urma
modeldrii.
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r

Element

Energia inmagazinata

Variabila de stare

| condensator, cu capacitatea C

tensiunea v,

bobina. cu inductanta L

curentul iy

" sohid, cu masa m, in miscare de

translatie

viteza liniard v

' solid. cu momentul de inertie J, in

miscare de rotatie

viteza de rotatie

resort, cu constanta (rigiditatea) &

deplasamentul x

Tab.1.1. Energia inmagazinata de diferite elemente electrice sau mecanice

sivariabdii

‘ele de stare care apar in sistemele ce contin aceste elemente

Trebuie insa remarcat ca aceste elemente nu sunt neaparat singurele, si de

asemenea. ca s-ar putea ca forma cea mai simpla a sistemului sa nu le contina pe

toate. Doua scurte exemple vor clarifica aceste afirmatii.

Exemplu: si consideram un motor de c.c. folosit intr-un sistem de reglare

automata a pozitiei. In acest caz una din mérimile masurate trebuie sa

fie pozitia unghiulard a rotorului. ceea ce implici. pentru scrierea

ecuatiei iegirii, ca pozitia sd fie aleasd ca variabila suplimentard de

stare. Ecuatiile devin:

y=lo |=C-x={0 1 o

;

Eo]

-— 0f -

L t:iﬂ P
IRy

0 0o i+ig|v,
Lo ||

] 0;._ ‘LO
f1 0 0][4
! "
oo 1]]8]

(1.31)

Se observi asadar ca in acest caz una din variabilele de stare este pozitia 6.

mirime a cérei prezentd nu poate fi explicata pe baze energetice, ca aparand
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dintr-o ecuatie introdusd suplimentar la setul de ecuatii diferentiale ce descriy
procesul din punct de vedere energetic.

Exemplu: si se modeleze circuitul din figura 1.12.

Fig.1.12. Circuir RL in conexiune stea

»In a.cenl caz circuitul are trei bobine si conform interpretarii energetice vor
- fi trei variabile de stare, curentii 7, i., ,. Acest lucru se confirma usor scriind cele
tre1 ecuati diferentiale pentru cele trei ramuri ale circuitului:

T
v, = Ri, +L&;, k=123 (1.32)

AA~anc : - .
ACeasta ar conduce la un sistem cu trej ecuatll, respectiv cu trei variabile de

S 3 T - . . . - . .
ta.re Insa. deoarece cele trei variabile nu sunt liniar independente, intre ele
existand desigur relatia:

L+, +i;=0 (1.33)
Inseamna ¢a putem renunta la una din ecuatii, respectiva variabila de stare putand
fi determinata in orice moment din celelalte doua, conform relatiej de mai sus. In
¢ . = . . . . o e ) ’

oncluzie, pentru a pastra dimensiunea sistemului minima. nu se vor alege ca
variabiie de stare decat cele care sunt liniar independente.
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2 DESCRIEREA SISTEMELOR LINIARE

2.1 Descrierea in spatiul starilor. Evolutia starii

Ecuatiile din definitia notiunii de sistem, asa cum a fost data in paragraful
1.2 (v. ec. 1.6. 1.7. 1.10 si ec. 1.11) reprezintd o descriere in spatiul stdrilor a

sistemului:

‘x'=Ax+Bu

< 2.1
y=Cx+Du (2-1)

deoarece prin rezolvarea ecuatiilor diferentiale se obtine chiar vectorul de stare x
al sistemului. Asa cum s-a preciza: in paragraful 1.5 starea unui sistem care
modeleaza un anumit proces are. in general, o justificare fizica precisa, rezultata

din considerente energetice.

Definitie: Se numeste spatiul starilor spatiul n - dimensional care are ca baza
vectorul de starex {x = R™).
Se numeste evolutia (iraiectoria) stdrii curba definitd in spatiul

starilor de variatia lui x iz dmp.

Faptul ca vectorul de stare x este o bazi in spatiul starilor (adicd un sistem
de coordonate pentru acest spatiu) cere. asa cum am vazut deja in paragraful 1.3,
ca starile sa fie liniar independen:e.

Daca se cunosc conditiile iniziale ale starilor x, §i intrarea u(t) se poate
determina, prin rezolvarea ecuatiilor 2.1 valoarea iesirilor si a starilor (evolutia

starii) la orice moment.

2.1.1 Cazul sistemelor netede

Teorema: Solutia ecuatiei diferentiz_e vectoriale (a sistemului de ecuatii):
x=Ax+Bu (2.2)

cu conditia initiala x/0)= x, este:
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x(t) = e"xo - ":e‘"_”Bu(r)dr (2.3)
Demonstratie:

S considerdm pentru inceput ecuatia omogeni (1=0):

X=Ax, cu x(0)=x (2,!4)

pe care sd o rezolvam prin metoda aproximatiilor succesive. Aceasta insemna si
scriem urmdtoarele aproximatii ale solutiei x(1):

xa(t) =X,
X0 =x"0)+ jo'Ax°(r)dr =¥, + Ax, = (I + Af)x,

2pn O T ' Azl‘2
x (1=x(0)+ J;A,\ (r)dr =x, + .LA(I+ Atxdr = x, +Ax X, =
2!
22
At
—(I+ At+7!—)x0

X 0=x"0)+ [ ax""(0)d ' S
A X (T) T—XO+LA(I+AZ+...+W)X‘J£1T=
k k
~ At
= +dr+.+ S,

. e # .
Prin definitie, matricea citre care converge seria de mai sus se numegte
exponentiala matricei At:

Al‘k
eV =T+ At+. +

Fo (2.5)

Rezulta atunci ci solutia ecuatiei vectoriale omogene data de ecuatia 2.4 se poate
scrie:

x,(t)=e"x, (2.6)

In continuare se poate rezolva ecuatia neomogena (ec. 2.2), cu conditii initiale
nule. Pentru aceasta, pornind de la 2.6 se cauti o solutie de.forma:
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.\",-(t)=e“'c(t) 2.7
Inlocuind-o in 2.2 se obtine:
Aee(t)+e™ d“%)- =Ae*e(t)+Bu(1)
d
si deci:
d‘;{(’”} = (e“" T Bu(t)=e " Bu(t)

in care s-a folosit o proprietate a exponentialei matriceale ce va fi discutatd in

cele ce urmeaza.

apoi prin inlocuirea in ec. 2.7 rezulia:
. N A (! o7 " A=)
X (r)=e Le Budr = Le Budr (2.8)
In concluzie. solutia ecuatiei 2.2 este suma solutiilor date de relatiile 2.6 si 2.8:
x(t)=x,()+x.(1)= e'x, + Lle'm_:)Budr (2.9)

Asadar evolutia starii unui sistem liniar este data de suprapunerea evolutiei
libere. datorata exclusiv conditiilor initiale x/(?), si a evolutiei fortate, datorata
exclusiv intrarilor x47). O denumire echivalentd este aceea de regim liber si
respectiv forrat. Aceasta suprapuncre a efectelor este desigur o proprietate ce
deriva direct din liniaritatea sistemului. in cazul sistemelor neliniare lucrurile
sunt mai complicate, de exemplu, pentru ecuatia (consideratd pentru

simplificarea expunerii scalara):
r=Xu,

cu conditia initiala x,, solutia se poate obtine usor scriind:

dx = xudt
515 = udt
X
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x(t)= xoeﬂm

dar nu se poate vorbi de un regim liber §i unul fortat. Daca am fi incercat si
aplicam metoda de mai sus, ceea ce desigur este incorect, am fi obtinut ecuatiile:

\

Xx=0,cu x(0)=x,

X=xu,cux(0)=0
solutiile lor fiind:

X(1)=1x, xX(t)=0
iar suma lor este complet diferita de solutia adevarati.

Sa enuntdm acum citeva din proprietdile cele mai importante si mai utile

ale exponentialei matricei ™, definiti de relatia 2.5:

rn

1. (V)J4erR™ = B)e”. e"er™

2. =it -, e = Sl - )}

4. dacd 4,4, =A4,4, = et = (AN

cu consecinta direct: (e”’ )I g (2.10)
d

5. —e™ = de* =o' 4
dt ¢

6. daci A este nesingulara: _[:eA'dr =47 -4

o

pentru (V)T nesingulara: ™7 " = Te* T

Majoritatea proprietitilor de mai sus reies imediat din relatia de definitie a

exponentialei matriceale (2.5) si demonstratia lor este lisati ca éxercitiu pentru

cititor (. reprezintd simbolul pentru transformata Laplace (v. Anexa IT)).
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Se observi ci atdt prin relatia de definitie (2.5) cat si prin toate proprietatile
sale, exponentiala matriceald este o generalizare a exponentialei scalare. O
diferentd notabila este restrictia din proprictatea 4.

Acest lucru ne permite sd afirmam ca solutia unui sistem liniar de ecuatii
diferentiale (datd de relatia 2.9) este 0 generalizare directd a solutiei unei singure
ecuatii diferentiale.

Faptul ca exponentiala unei matrice oarecare este inversabild (consecinta
proprietatii 4) ne conduce la o concluzie importantd referitoare la posibilitatea
determinarii conditiei initiale a sistemului. Astfel. din 2.9 rezultd imediat:

x,=e ‘x-e " Lie T Budr=e Mx - J'c “ Budr
si deci starea initiala se poate determina in orice moment al evolutiei daca se
cunoaste starea sistemului (x) in acel moment si variatia intrarii u pe intervalul de

timp [0 ¢]. Se spune atunci ¢ orice sistem neted este reversibil.
2.1.2 Cazul sistemelor discrete
Teoremad: Solutia ecuatiei vectoriale cu diferente (a sistemului de ecuatii):

x(t+1)=Ax+Bu, (2.11)

cu conditia initiala x(0) = x, este:
-1
x(1)=A'x,+ A7'Bult) (2.12)
=0

Demonstratie
Relatia 2.12 se poate verifica imediat, prin inductie. Se scrie succesiv:

x(1)=Ax'(0)—Bu(0}=A.\'G+Bu(0_l

x(2)=Ax(1)=Bu(1)= A’x, + ABu(0)+ Bu(1)
: (2.13)

k=2
x(k—-1)=A""x;+Y A" Bu(z)

x(k)= Ax(k—1)+Butk—1)= A'x,+3 4" Bu(o)
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Din nou se evidentiazi un regim liber, ce depinde doar de conditiile initiale

si un regim fortat, datorat exclusiv intrarii:
t _Al " < i-r-1
x,(t)=A'x, x ()= A"'Bu(r)
=0 !

Pentru a determina starea initiald a unui sistem discret daca se cunoaste starea x

intr-un moment oarecare ¢ §i variafia intririi # pe intervalul [0 ] se scrie:

=1 | s
A'xy(t)=x(1)= Y. A" Bu(t)=> x,(1)= A" x(1)- Z’;A""Bu(r )
=0

=0

in care s-a tinut cont de faptul cé:
(Ar)" - A-’
Aceastd matrice existd insa doar dacd existi 4, deoarece: 4~ =<A")' si in

concluzie starea initiald a unui sistem discret se poate determina din starea x intr-

un moment oarecare ¢ §i variatia intrdrii # pana in acel moment, numai daca

matricea A este nesingulard. Acest lucru constituie o diferentd intre sistemele

netede si cele discrete, deoarece, aga cum am vézut primele permit neconditionat
acest lucru. . '

Matricea A°, cu t € Z are urmitoarele proprietati:

L Z W, -7, A =2, - )7
2. dach A A, =A, A, = A4 =(4,4,) (2.14)
cu consecinta directa: (A' )l = (A'l )'

3. pentru (¥)T nesingulara: (TAT" )' =TAT"

(cu -Z am simbolizat transformata Z a unei functii — v. Anexa IV).

Relatiile care descriu evolutiile stirii unui sistem liniar neted si respectiv
discret se pot scrie sub o forma care si scoatd in evidenta asemandrile dintre ele
v £

daca se noteaza:

Ar
R . g
o(0) = e’, te
{A’ o (2.15)
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Matricea @1} se numeste matrice fundamentald a sistemului. Cu aceastd notatie
ecuatiile 2.3 si respectiv 2.12 devin:

x(0) = d()x, + L"qb(: — r)Bu(r)dr, reR

(2.16)

1=
x(t)=D(1)x, + Zlb(t —r—1)Bu(7), teZ
=0

si se observa ca ele sunt foarte asemanatoare, deoarece suma din a doua relatie

poate fi privita ca o aproximare in cazul discret a integralet din prima.
Stmilar, putem scrie:
.

&(-7)Bu{r)dr

<0

cx, =@(-1)x(1)~ teR

X, = D(-1)x(r) - isﬁ(—r -1 Bu(r) teZ

cu deosebirea ¢ a doua relatie este valabild numai daca A4 este nesingulard. In
fine, se observa si faptul ca unele din proprietitile matricei fundamentale in cele

doua forme sunt foarte asemanatoare.

2.1.3 Calculul analitic al evolutiei starii sistemelor liniare

Determinarea evolutiei starii unui sistem liniar neted sau discret se poate
face analitic. cu ajutorul relatiilor 2.3 sau 2.12, sau numeric, cu ajutorul unor
programe de calcul. Calculul numeric are avantaje certe, in special in ceea ce
priveste rapiditatea §i posibilitatea de a opera cu sisteme de dimensiune foarte
mare si este studiat in detaliu in cadrul sedintelor de laborator. Calculul analitic,
facut de obicei doar pentru sistemele de dimensiune mica permite intelegerea mai
bund a procesului respectiv. si a modului in care diversi parametri fizici
influenteaza evolutia starii.

Pentru calcularea analiticd a evolutiei starii este necesara in primul rind

evaluarea matricei fundamentale a sistemului respectiv.

2.1.3.1 Evaluarea matricei fundamentale a sistemelor netede

Pentru sistemele netede evaluarea matricei fundamentale inseamna,
conform relatiei 2.16, calculul unei exponentiale matriceale. Existd doud
modalitati principale pentru efectuarea acestui calcul: utilizand propriettile 2 sau

7 din relatiile 2.10.

Descrierea sistemelor lineare

Pasii algoritmului ce foloseste proprietatea 2 sunt:

e determinarea matricei: (s, - 4)e R™", AeR™,;
o determinarea inversei acestei matrice: (s, - 4)7';
Formula folositd uzual este: (s, - 4)” = ———L——(sln -A4),
det(sl, —A) !

determinantul si adjuncta obtindndu-se prin aplicarea regulilor cunoscute.

e calculul transformatei Laplace inverse a matricei gisite la pasul anterior.
Acesta se face prin unul din cele doud procedee (calculul reziduurilor sau
descompunerea in fractii simple) prezentate in Anexa Il, aplicate fiecirui element

al matricel.

Pasii algoritmului ce foloseste proprietatea 7 sunt:

e aducerea matricei 4 la o forma diagonald (daca e posibil), sau la o forma
canonica Jordan, printr-o transformare de coordonate A =TAT ™

e calculul, mult mai simplu, al exponentialei acestei matrice:

~daca A e diagonala:

A 1 j—e"" AI
| |
i 7] | g
n L e |
-daca A e o forma canonica Jordan:
{A, W‘ A1 ]
A =| cu A, =! 1 eR™
{ At_i L A
_ F -1 ]
e . l 1 L ’
: | | (n, -1
At | At . .
e = I, unde:e’" =| C 5
e {
¥ | -]

82
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e obtinerea matricei ciutate:

Ar TAT ¢ At -1 A7 -1 A
e =e =Te'T = e =T e T

2.1.3.2 Evaluarea matricei fundamentale a sistemelor discrete

Similar, matricea fundamentald, care acum este, conform relatiei 2.15
matricea A ridicatd la o putere intreaga se calculeazd folosind proprietatile 1 sau
3din 2.15.

Pasii algoritmului ce foloseste proprietatea 1 sunt identici cu cei prezentati
in cazul sistemelor netede, cu deosebirea ci acum matricea inversata depinde de
variabila z, iar transformata Z inversi se calculeaza din: z(zJ, - A )".

La fel, al doilea algoritm este similar cu cel din cazul sistemelor netede, dar

acum se calculeaza:

Fa %
L4
A =i
1
{
H
i i
| s
4: <l i—}“: * ® *-‘i
a5 - .o * *
sau: A = ) , cu:d; = bs
. *
, % )
Ay [ A.}

celelalte elemente de deasupra diagonalei fiind coeficientii binomului (4, +/ )

in ordinea descrescitoare a puterilor. Dacd e cazul linia respectiva se
completeazd cu zerouri, respectiv. in caz de depasire, se renuntd la ultimii

coeficienti.

Exemplu: Sa calculim evolutia starii sistemului ce descrie un circuit RL serie.

Ecuatia acestui circuit (1.29) poate fi usor pusa sub forma unei ecuatii de stare:

in care intrare este tensiunea de alimentare v, iar starea este i,.
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Evolugia ei este fireste descrisd de relafia 2.3. Deoarece A4 este in acest caz
un scalar evaluarea acestei relatii este foarte simpla:

) . ——:—!. " -%(rﬂ] 1
x(=i (=€ "Iy + Le —L—vﬂ(r)a’r

Daci tensiunca de alimentare este o treapta de valoare U se obtine:
.. R,
i(t)=eliy+—{1-et
R
iar componentele de regim liber §i respectiv fortat sunt:

R

. -=t U -
iy(t)=e L, iy (== —¢ !
R \

In figura 2.1 sunt prezentate evolutiile celor doua componente, precum si

suma lor (adica evolutia stdrii) pentru cazul in care U=10 V, R=1 2, L=0.0]1 H

" iarip=35 A.

0.06 0.08 0.1

1fs]
Fig.2.1. Evolutia starii (linie continud precum si a componentelor liberd
(linie punctatd) si fortatd (linie intreruptd) pentru un circuit RL serie, la

intrare treaptd de tensiune.
Se observi cd in acest caz componenta de regim liber devine practic zero
dupa un timp de circa 40 ms, adicd dupa patru constante de timp (7 = 3 =10ms)
R

iar cea de regim fortat atinge, dupé acelasi interval, o valoare constantd. Acest
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lucru este desigur bine s§tiut, dar trebuie s observim ca nu intotdeauna lucrurile
stau aga. Astfel, daca in ecuatia sistemului ar fi fost. in loc de termenul - -Z , care

este o1 limpul negativ. un termen pozitiv. atdt componenta liberd cdt §i cea
fortatd ar fi tins catre infinit. Vom reveni asupra acestui lucru cand vom discuta

despre stabilitatea sistemelor.

Exemplu: Sa calculam acum evolutia starii sistemului ce descrie un motor de c.c.
cu excitatie independentd. Ecuatia acestui sistem este datd de relatia 1.26.
Desigur. dacd in aceasta relatie am separat tensiunea de alimentare (considerata
ca putand fi marime de comandd) de cuplul de sarcind (necontrolabil. deci
perturbatie). acum este firesc 53 le consideram pe ambele drept intrdri, ambele
influentand fireste evolutia starii. De aceea este convenabil si scriem, folosind

notatiiie din 1.26:

[ R k"'
I°"7 I
(sl,—A4)=] 2 E
i I3 |
|77 °
{ ko
o —A) = : ’[S _Z.
(sl, - 4) LR EE LR
s hprtar g ULl
rr k B
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k
A ] )
2 Rk 2 R k2
S +—5+— = e
) L AT s +Ls+
: !
. 7 L 54—
Z ~b 2 :
[ s’ '£s+L £ a
3 7 S +—85+—

In calculul acestor transformate inverse ne vom folosi de urmatoarele relatii
(v. Anexa II):

g{sin((w)} SN .

sT+@

..?{cos(ax)} = ——S~— _(Z{e'"f(l)}= F(s-q)

s +w

Numitorul se va scrie atunci sub forma:

3

RO (O RY R OR [ R
§ = F ] e | emeea e T oo s 2
L ZLJ Y k”zLJ T

unde am presupus ci parametrii motorului‘respecta relatia:

R.’ k.’
. 2 k: .
lamnotat: — ——+—="
s nota VIANT, © (2.18)

Daca relatia 2.17 nu este indeplinita radacinile determinantului vor fi reale
$1 nu complex conjugate, iar transformata Laplace inversd va avea cu totul alta
forma. Acest caz este lasat ca exercitiu pentru cititor.

Daca insa relatia este satisficuta. matricea fundamentala a sistemului va fi:

=R 7 2
by : ko
B cosaxn — sin ex -—e " sinwt
| 2Lw Lo
i __ﬁ_’ R |
YA g7 f
‘ o e " sinot e (cosa}t + sin w{)J
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Raspunsul liber se obtine imediat:

. ] ko
sinaf —w,(,—L———e sin ot
/ e (2.19)

N S 51 .
i,—e " sinex+w,e | coser + sin cr
@ 2Llw ;

1]

R
. R ( R
i,.€ cosax —

o 57

@

B At
x()=e x,=

si, prin calcule mai laboricase se poate obtine si raspunsul fortat, cu ajutorul
expresiei:

A{r-r) Ar

L]
x,0= [ " Budr= [ “dsBu= [ ar L, |

1 15'
L J

in care am considerat cazul in care ambele intrdri sunt constante $i am folosit
relatia:

Afr-1) e A0
dr= Le dr, 1, =t-1

[e
Se observd ca fiecare componentd depinde atdt de tensiunea aplicatd la
borne cét si de cuplul de sarcind. Pentru simplificarea calculelor vom considera
insd separat efectele datorate celor doud intrdri. Deoarece sistemul este liniar
putem aplica principiul superpozitiei, iar ulterior vom obtine raspunsul fortat
total ca fiind suma raspunsurilor fortate datorate tensiunii §i respectiv cuplului de
sarcind. In evaluarea termenilor integralei matricei fundamentale sunt utile
formulele:

gt
. e .
jeq cosotdt = T—_,(q cost +@sinar)

g’ +o

qt
Je“ sinartdt = qf,e——;(qsina)t -wcosat)

+a

formule care se obtin usor calculand Je"’ cosaxdt + j fe‘" sinetdt si separdnd

apoi partea reald §i cea imaginara.
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Efectuand calculele, §i pastrind notatia:

_ R

q= 3L (2.20)
se gasesc urmdtoarele formule ce arata dependenta raspunsului fortat dé
tensiunea de alimentare:

V. g
La(t)= —z"-ie"'sina)t (2.21)
) ; k 1 gt qt
o (t)=F, —,‘,(Ia-e—qsinwl - e—wcoswt\ =
’ LJ g +o° k @ ® J
(2.22)

- k 1 e% in( )
=Wy 3 - - sin( wt + @
L ¢ +o’ a)\,/q‘+w2

v q : . ©
- unde: COS P = ——=—mee si SINQ = ————.
J7 P V/q: a5

Cu aceste formule putem reprezenta grafic raspunsul liber si respectiv
fortat, datorat tensiunii V. In figura 2.2 sunt prezentate aceste raspunsuri pentru
urmatorul set de parametri: R=102, L=0.0/ H, J=0.02 kgm: k=2 Vs” conditiile
initiale fiind: 7,0 =10 4 5i respectiv w4, =50 rads™ iar treapta de tensiune aplicati
avand valoarea V,=30 V.

Similar se poate calcula si raspunsul fortat datorat cuplului de sarcina M,.
Se obtin urmatoarele relatii:

. k 1 e” sinfwt+¢)
i (1)=M, —| — —— | .
et ed JL q-+a)4 & 'q2+w2 j[ (2 23)
M, 2q e )
0,5(1)= ——5+—sin(ot+2¢) | (2.24)
J ¢+’ o . )
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Fig.2.2. Evolujia componentelor starii (linie continud) precum si raspunsul

liber (linie punctatd) si forjat (linie inlrreruprd) pentru un motor de e.c.. la

intrare treapta de tensiune.

In figura 2.3 sunt prezentate raspunsul fortat datorat unui cuplu de sarcina de 20

Nm, impreund cu acelasi raspuns liber.

in 2 JAX @, Eli 5
[A] 1 "'/77‘ l__ [rads™ ] s
i /.7 AN | 34—t
| & vodo” i
9 - 26—
It 1 \I‘,
& ;1,' :
i , —
Vi o
40— T \.”
154 i ,2?7
~% o002 004 005 008 01 0 002 004 006 008 O.1
t/s] 1fs

Fig.2.3. Evolutia componentelor starii (Tinie continud) precum i raspunsul
liber (linie punctatd) si fortat (linie inireruptd) pentru un motor de c.c., la

intrare treapté de cuplu de sarcind

Analiza acestor formule ne permite sa tragem céteva concluzii importante.
In primul rand, s observam ca toate raspunsurile au o forma oscilant-amortizata.
Oscilatiile au pulsatia  data de relatia 2.18 si ele se datoreaza faptului cd am
presupus indeplinitd conditia 2.17. Amortizarea oscilatiilor depinde de factorul ¢
(relatia 2.20): cu cét acest factor este mai mare. cu atdt amortizarea este mai

rapida
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Analiza acestor formule ne permite de asemenea s& regisim cdteva
concluzii referitoare la functionarea motorului de c.c. cu excitatie independenta.
Astfel. se vede ca aplicarea brusca a unei tensiuni continue la borne duce la
pornirea motorului, valoarea la care se stabilizeazd turatia fiind direct
proportionald cu tensiunea aplicatd, dacd nu existd cuplu de sarcind (v. 2.22).

Factorul de proportionalitate se gaseste, dupa cateva calcule simple, ca fiind /£,
Jucru care se vede cu usurintd §i in ecuatiile motorului (1.26). Cand se aplica si
un cuplu de sarcind. turatia va scade (putin) fata de aceasta valoare proportionala.

De asemenea se observi cd, la aplicarea unei tensiuni apare un curent prin
circuitul rotoric, curent care existd doar cind motorul accelereaza si dispare in

_momentul in care viteza se stabilizeazi. Acest curent produce cuplul care face ca
masina sa accelereze.

Céand insa cuplul de sarcina este diferit de zero, curentul prin masina este
diferit de zero, chiar dupa ce turatia s-a stabilizat. Valoarea finala a acestui curent
se_gaseste, pornind de la relatia 2.23, ca fiind M/ £, ceea ce se observa si in
ecuatiile motorului (1.26), punand conditia de anulare a derivatei vitezei.

in ﬁng, se observa ca regimul liber al ambelor componente ale stdrii tinde
‘cétre zero. Stingerea componentelor libere se produce dupa acelasi timp ca si

stabilizarea componentelor fortate, anume circa: = 4 31, ceea ce pentru
. ' - q R

datele considerate corespunde la 0.08 s. Aceasta inseamna printre altele ca timpul

in care porneste un motor de c.c. prin conectare directd la retea nu depinde direct

de momentul de inertie, deci de dimensiunea (§i puterea) motorului, ci doar de

constanta de timp electrica (a circuitului rotoric).

Cu toate acestea, motoarele mari au un timp de pornire mare, deoarece au o
inductivitate mare (datoritd numarului de spire mai mare, pentru a da un cuplu
mai mare) §i 0 rezistentd mai mica (datorita sectiunii mai mari a conductoarelor.
ceruta de curentul mai mare) decat cele mici.

2.2 Comportarea intrare-iesire

Asa cum s-a vazut in capitolul 1, un sistem liniar, ca orice sistem dinamic

se poate reprezenta grafic in modul urmator, evidentiindu-se legaturile sale cu
exteriorul:
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h 4

—— (4, B, G D) —

Fig.2.4. Reprezentarea grafica a unui sistem dinamic liniar

O problemd fireascd rezultand din aceastd reprezentare este aceea a
determinarii unei legaturi directe intre iesirea y 2 sistemului si intrarea u care o
produce. Desigur cd in acest caz nu vom face distinctie intre comandad si
perturbatie, ci vom folosi termenul general de intrare (1.12). Concluziile pe care
le vom obtine vor fi valabile asadar. in egald masurd, pentru amandoud.

Si consideram ci la momentul t=0 se aplica la intrarea sistemului un

semnal #. In capitolul 2.1 am vizut ca evolutia starii unui sistem liniar are doud
componente, una libera si alta fortata. Deoarece intre starea si icsirea unui astfel |
de sistem existd o legiturd liniard (data de 1.12) rezultd ci, atunci cdnd intrarea |
nu actioneaza direct asupra iesirii (adica atunci cand D = 0). si iesirea va avea o

component libera y; si alta fortata y:

}-‘(t)=y,(t)*}'_,r('f)= Cx)(1)+Cx /(1)

prima depinzand exclusiv de starea initiala. Rezultd cd influenia intrarii asupra

fesirii este data de urmatoarele relatii:

y,=C L’e"("”Bud T pentru sistemele netede

(2.25)
-1
yJ,(t):CZ(D(t—r—l)Bu(r) pentru cele discrete.
=0
Daci introducem functia:
/(:{01(0 wu sistemele neted
= entru sistemele netede
k(1) \Ce"'B t>0 P
(2.26)

h(t)= 0 t<0
()= ca'B 150

pentru cele discrete

42

Descrierea sistemelor lineare

putem scrie componenta forfata a iesirii sub forma:

y, (0= J“ k(1= Du(n)dr = h(t-Du(0)dr = [ h (2u(t - 1)dz
(2.27)
t-1 x o
y, 0= Z"c (t—-1u(r)= th(t -nu(r) = Zh‘ (Du(t-1) !

In obtinerea relatiilor de mai sus s-a folosit faptul ¢ % (7) este nuli pentru 7
negativ si la fel este si intrarea u, care se aplica incepand cu momentul zero, de
aceea se poate considera ca 7 variaza intre plus §i minus infinit.

Asadar, pentru ambele tipuri de sisteme rezultd cid iesirea fortatd este
produsul de convolutie intre intrare i functia /,:

¥y, (0= *u), (W)t>0, teRsauteZ (2.28)

Desigur. 7 trebuie sa fie pozitiv pentru c3, intrarea aplicandu-se la momentul zero,
iesirea fortata se defineste numai incepand din acel moment.
Se constatd cd dacd pe toate componentele intrérii sistemului se aplici un

impuls, iesirea fortata va fi, conform proprietatii cunoscute a produsului de

convolutie: E

y.(O)=h(1) (V)l >0, teRsautelZ

Din aceastd cauza functia A se numeste rdspunsul cauzal la impuls al sistemului
(vezi Figura 2.5, in care pentru simplificare s-a reprezentat cazul unui sistem in
care intrarea §i iesirea au o singura componenta - SISO).

54 he. L{\ 5 h,
—L—> t — t y >t t
— 4,B,C,D) > A,B,CD) —

u y u y
a) b)

Fig.2.5. Raspunsul cauzal la impuls h(t) al unui sistem liniar neted a),
respectiv discret b), este iesirea fortatd a sistemului cand la intrare se

aplicd un impuls (continuu, respectiv discret).
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Fapmul ci acest semnal este cauzal se verifici imediat, deoarece din relatia
de definitie el este nul pentru orice moment de timp premergitor aplicarii intrarii
(adica pentru ¢ < 0). Daci nu ar fi aga, iegirea sistemului la un moment oarecare ¢
ar depinde de valorile intrdriiu la 7> 1.

In concluzie, componenta fortatd a iegirii unui sistem liniar depinde de
intrarea aplicatd 5i de functia /& 7). functie determinata de matricele 4, B si C.
Compaonenta liberd a iegirii depinde de evolutia liberd a starii sistemului (deci de
conditia mifiald a starii §i de matricea A §i de matricea C. Deoarece intrarea nu
influenteaza aceastda componentd. este normal ca matricea B sd nu apard in
expresia ei. In cazul in care existd o dependentd directd intrare-iesire (adicd

D = (1} Ja componenta fortat a iesirii se adauga termenul Du.

2.3 Descrierea prin functii (matrici) de transfer

Asadar, daca pentru un sistem liniar se cunoaste raspunsul cauzal la impuls
h,i1). se poate calcula iesirea fortata pentru orice intrare « aplicatd sistemului.
Aceasta se face prin evaluarea produsului de convolutie intre cele doud marimi
(cf. ec. 2.28, 2.27). Pentru simplificarea acestei operatii se poate folosi una din
proprietatife importante ale transformatelor Laplace §i respectiv Z, anume aceea
cd transformata unui produs de convolufie a doua semnale este egala cu produsul
algebric al transformatelor celor doud semnale. Asa cum se poate vedea, in
ambele cazuri /1. este nula pentru 7 < 0, §i satisface si celelalte conditii cerute
pentru existenta transformatei respective.

Sz calculdm transformata Laplace a raspunsului cauzal la impuls al unui

sistem nzted, considerat pentru inceput ca fiind de tip SISO:
L= Llce"Bl=c LL " B=c[ e diB = (sl - 47 B(2.29)
A J € | s

Se observa ca, datorita faptului ca sistemul este SISO (si deci C are o singurd
linie. 1ar B o singura coloana), dupa efectuarea produsului matriceal se obtine o
functie scalara de variabild complexa s, lucru firesc daca avem in vedere cd in
acest caz si A, este scalar.

Similar, pentru un sistem discret SISO putem calcula transformata Z a lui

h(1) astfel:
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Zh)=Ziea"B=c F Y = Zlalp -

=:'Cx(d-A)"'B=C(d-4)"'B =50

In evaluarea celor doud transformate s-a tinut cont de proprietatile matrics'i .
fundamentale a unui sistem neted si respectiv discret (relatiile 2.10 si 2.14).

Definitie: Se numeste funcfie de transfer asociata sistemului SISO liniar
(A. B, C. D) functia de variabila complexa:
H(s)= _(Z{h{ (1)} pentru r € R
respectiv:

H(:)=_‘Z‘{hr(t)} pentru e Z

In cazul sistemelor de tip MIMO raspunsul cauzal la impuls nu va mai fi un
scalar, ci o matrice cu numarul de linii egal cu numarul de iesiri si numarul de
coloane egal cu numarul de intrari. Acest lucru se poate vedea imediat daci se
tune cont de dimensiunile matricelor C si B si de relatiile 2.26 si 2.29. Fiecare
clement al acestei matrice este o functie de timp. Se obisnuieste ca pentru aceste
sisteme sd se noteze raspunsul la impuls cu T(1). Similar cu cazul sistemelor
SISO se introduce urmatoarea definitie:

Definitie: Se numeste matrice de transfer asociati sistemului MIMO linjar
(4, B. C, D) matricea formata din functii de variabila complexa:
T(s)=LT.(0)) pentru 1 R
respectiv:

T(z)= Z{T.(t)} pentru te z

Dupd cum am anticipat, cu ajutorul functiei (matricei de transfer) se poate
chline imediat transformata Laplace (Z) a componentei fortate a

: iesirii
sistemului, pentru orice intrare:
Y (s)=H(s)U(s) pentru sistemele SISO netede,
Yi(z)=H(z,U(z) pentru cele discr;ete si re';pecti\’:
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Y. (5)=T(s)U(s) pentru sistemele MIMO netede,

Yo(z)=T(z)U(z) pentru cele discrete. s

Formula de calcul a functiei (matricei) de transfer a unui sistem liniar. in
functie de matricele care il descriu in spatiul stdrilor este datd de relatia 2.29,
pentru sisteme netede §i respectiv 2.30 pentru cele discrete. Dupd cum se poate
vedea singura diferentd intre relatia de calcul pentru cazul sistemelor netede si

respectiv discrete este notatia pentru variabila complexa. Se poate scrie atunci
compact:
H(i)=C(AI-A)"B

sau
T(ij=C(I-A)"B

(2.32)

unde A = s pentru sisteme netede §i respectiv £ = z pentru cele discrete. Desigur
ca intrucat functia de transfer este un caz particular al unei matrice de transfer
(care are dimensiunea / x 1) am putea folosi o singurd notatie, anume 77/), dar

traditional acest lucru nu se obisnuieste, deoarece de cele mai multe ori sistemele

SISO sunt tratate separat de cele MIMO.
Aceeasi formuld se poate obtine prin aplicarea transformatei Laplace

(respectiv Z) sistemului de ecuatii de stare dat de ec. 1.6, 1.7, 1.10. 1.13 (reluat in
2.1), in care, ca peste tot in paragrafele 2.2 si 2.3 consideram ca D = 0. Astfel. in

cazul sistemelor netede putem scrie:

(sX(s)-x,=AX(s)+BU(s)
\Y(s)=CX(s)

si intrucat raspunsul fortat este obtinut pentru conditii initiale nule:
I(s)= Y/(S}U-J/S/ =CX(s)U(s)=C(sI-A)”"B

unde U7/(s) denota asa-numitd inversd la dreapta a acestui vector. Pentru

sistemele discrete se aplica transformata Z:
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{zX(z)—zxv =AX(z)+BU(z)
Y(Z)=C1\,(Z)

§i cu aceeasi observatie referitoare la conditiile initiale se obfine imediat:
T(z)=Y (z)U'(z)=CX(2)U"(z)=C(=I - A)'B

In fine. pentru cazul general, in care existi si o dependenti directa a iegirii
de intrare (deci D #0) formula de calcul a functiei (matricei) de transfer se
obtine prin acelasi procedeu ca maj sus. Dupa calcule simple se géseste:

(1)< $X(A)+DU(A)

. 27— A
i) =C(AI-A)"B+D

(2.33)
In continuare ne propunem sa gdsim forma general3 a dependentei de A g
functiei (matricei) de transfer. Astfel, pentru sistemele SISO in care D = 0 si

fireste A € R™" se obtine:

-HU._}=C(/.J_A)_,B=C()J—A)"B_ B+ A+ B,

det(2I-A) " P+a, v ta,d+a, 239
in care s-a tinut cont de faptul ci cea mai mare putere care poate apare la
numdérator este, datorita felului in care se calculeazi adjuncta unei matrice, n-/.
Asadar. cand D = 0, atét pentru sisteme netede cat si discrete, functia de transfer
este o fractie avand la numaritor un polinom de ordin maximum -] (se poate ca
Be-r. 1 nu numai, sa fie 0), iar la numitor un polinom de ordin n, i intotdeauna cu
@, =1. Coeficientii & si 4 depind fireste de elementele matricelor A,BsiC.
Pentru sistemele SISO in care D # 0 (deci D=d, cf ec. 1.1 1) rezulta imediat:

H(/)=C(iI-A)'B+d=
B A =+ BA+ B,

TN an=! 5
LoFa, A —.-...+a,/.+ao

vd 9+ Vuih '+t A4y, (2.35)

an n—/
A+a, A t...ta,d+a,

$i deci in acest caz ordinul numdritorului este egal cu al numitorului, iar
s

. . n . &
coeficientul lui 4" este chiar d. In ambele cazuri ordinul numitorului este chiar
dimensiunea matricei 4. ’
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¢ transfer a unui sistem liniar MIMO
astfel de sistem dacd partitiondm

Pentru a intelege structura matricei d
trebuie 33 observam mai intdi ¢ pentru un

matricea C pe linii §i respectiv B pe coloane:

Cu,
by

ani b, a lui B inmulteste semnalul care se aplicd pe intrarea j a
‘ da (prin inmultirea cu x) componenta ia

fiecare colo
sistemului. iar fiecare linie ¢; a lui C
fesirii sistemului.

Calculand matricea de transfer a sistemului:

2 C(A-A) B
T(A)=C(A-4) ‘B=_(_’____:

det(Al - 4)
e
I SO ) N PO
Lo idel(A - A)

(AI-A) 5 . (/‘JA-A) b,
TdewAl —A) det(Al - A)
-y . (AT - AY 5
|67 G - A) | P e -4) "
‘ (2.36)

H, H,
i S
i . !
i |
H., .. .. H,|
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se observa ca fiecare element Hj; al ei este chiar funcfia de transfer calculati
pentru intrarea j si iesirea i. Agadar matricea de transfer este o matrice formati
din functiile de transfer calculate pentru fiecare combinatie posibila de intriri -
fesiri. Acest lucru se poate verifica ugor si pentru cazul general, in care D= 0. In
consecintd este evident ca fiecare element al sau va fi o fractie avind e%act
forma 2.34. respectiv 2.35. Sc vede de asemenea ca matricea de transfer are
numarul de coloane egal cu numarul de intrari in sistem iar numarul de linii egal
cu numarul iesirilor sistemului.

In fine. si observam ci daca in relatiile 2.34 si 2.35 numitorul si
numdritorul au radicini comune functia de transfer se poate reduce la o forma in
care evident ordinul fiecaruia din cele doua polinoame va fi mai mic decét cel
mentionat in respectivele relatii. Vom vorbi in consecinta de forma initiala si
respectiv de forma ireductibild a functiei de transfer. Aceasta din urma este exact
ca cea data de relatiile 2.34 si 2.33, in care insa se inlocuieste 1 cu n, < n.

Exemplu: Sa se obtina functia de transfer a motorului de c.c. cu excitatie
independenta.

Descrierea in spatiul starilor a acestui sistem este datd de ec. 1.26. Vom
considera pentru inceput cazul in care iftrarea este tensiunea aplicata rotorului,
iar iegirea viteza sa. Aplicdnd formula 2.30 obtinem:

[s E 1
i . AR
H(s)=—L"=cC(sI-4)"B=[0 1 -
0 o e
L
s —% 1 2.37)
L, &z \
— s+—||0 S
» J L1- - _ LJ
2 k: > R kz
s +—84+— S +—85+—
LJ L LJ

Se observa, asa cum era de asteptat, ci ordinul numitorului este 2. In acest
caz functia de transfer nu este reductibila.

Considerand alte combinatii posibile de intrari - iesiri (v. paragraful 1.5)
functiile respective de transfer se obtin practic cu acelca’$i calcule (difera doar

matricele C si B, deci inmultirile matriceale, adica ultimele din calculele de mai
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sus). Astfel. pentru cazul in care intrarea este aceeasi, dar considerdm ca iegire

curentul rotoric. se obtine imediat:

-1
FH_ ﬁ] (1
I(s) -1 L L|i7]=
He) = _cr-47B=)1 0] *F *||L
(() L‘(S) _i SJ LO
J
}rs _% Lrﬂ (2.38)
1 0] |
ol klE s
J i g
_ LJ Li- ~_ L
) 2 K ~+§s+£~
s "-25 ‘L—] &) L LJ

Daca pentru acelasi sistem consideram ca intrari atdt tensiunea rotoricd, cét

i ‘s iar ca jesiri turatia si curentul rotoric, ecuatiile sistemului
si cuplul de sarcind. iar ca iesir turatia §

sunt date de relatia 1.2
distinctie intre caracterul celor doud intrari, matricele B si E se vor uni in:

= Deoarece in acest moment nu ne intereseaza sa facem

r k7M1
T)y=CeI-4"B=| ||/ | NE
0 1} 2 silo -=|
L7 JJ )
r I k
- i i N
1o s —% 1E% 0] L L
I3 1) |2 K 2 Rk
0 1hE o200 —=1 (s +-s+— s +-st—
_ Ly "Ll Ji_ L L Ul
i K o2
s I, L] : i
: - sﬂ¢£s+1\—:—
§ =8 7 L 7
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Hiavﬂ Hinml
. H, &

w,m,
Se observa ca elementele ei sunt, din nou previzibil, chiar functiile de transfer

!

corespunzatoare, in ordine, fiecirei combinatii de intrari-iesiri.

2.4 Realizari. Echivalenta sistemelor. Forme canonice

Dupa cum am aratat in paragrafele anterioare (2.1 si 2.3), un sistem liniar
poate fi descris atdt prin ecuatiile de stare, cit si prin functia (matricea) de
transfer. Daca se cunosc ecuatiile de stare, functia (respectiv matricea) de transfer
se obtine din acestea cu ajutorul relatiilor 2.35 si respectiv 2.33. Problema
inversa este obtinerea ecuatiilor de stare din functia de transfer.

2.4.1 Realizari

Definitie: Se numeste realizare a functiei de transfer H(/) orice sistem liniar —
evident SISO - (4, B, C, D) pentru care:

C(AI-A)'B+D=H(1)

Sa consideram pentru inceput cazul in care H(A) este o rationald strict
proprie, adicd ordinul numdaratorului este mai mic strict decat al numitorului.
Conform celor aratate in subcapitolul anterior (relatia 2.35) rezultd ci in acest caz
D = 0. Matricele 4, B si C sunt date de urmatoarele teoreme:

Teoremd: O realizare a functiei de transfer (rationala strict propric)

B A .+ BA+ B,

an-] 5
+...+a,l+a,

H(A)=—
Ira, A

este cea numita standard controlabild:

0o 1 0 0
0o 0 1 0
A=l ¢ i . i | B=|: (2.39)
o 0 o0 .. I “lo
-a, -a, -a, -a,, 1
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C=[ﬂo b B o ﬂn-l]

" . " . Demonstratie: Deoarece H(Z)si D sunt scalari putem scrie:
in care matricea .4 este matrice de tip companion. {
T f -1 r
. . . H(A)=H () =(C(U-4)"B+D| =
Demonstrarie: Penuu tripletul de mai sus putem scrie:

i H
. s i " (. ar ‘
Tr7 74 -1 .. 0 T 01 [(ﬂl =B'{C(}J—A) '}r+D’=B’ng—A) ’} C+D= (2.40)
dlatloe 2 o,’fz L]
(/_l—.-ﬂ‘ = _ . . :I =1 !Z(’-)zBZ(M r T T Tioed
L E1E B {101 (o i =B {(;J—A)}C+D=B(;J—.4) C+D
A=l 4 a-1 4 i
LA Lao & s A¥d A J [1(/.)_) Ll_f
. incare am folosit proprietatile de transpunere §i inversare a matricelor.
unde y(4) este polinomul caracteristic al matricei A: |
‘ Folosind acest rezultat putem introduce urmatoarea:
A =det(i-A)=1"+a, A +.+a:-q,
o Teoremd: O recalizare a functiei de transfer (rationala strict proprie)
Rezulta imediat:
! &y aBls
) H().)z )ﬁ"‘] £ ﬁ]l ﬁo
4 ; A vay (A rapdtay
B
(AT - A)'B= ‘(/1) este cea numita standard observabila: .
A
i 00 ..0 - g
si deci: %o | Py
10 ..0 -g ;A
‘11 A=l0 1 .. 0 B=i5|
| A D0 —a, [ﬂn_g
. 8 - 87| 0o IR
- L .1 -ayy LBoa |
) 1 i . £ A
CI-4)"B= B L P, . WP (2.41)
2(2) 2(4) c=po .. 0 1]
Demonstratie: Se observa ca realizérile standard observabila (2.41) si standard
Un al controlabild (2.39) respecta relatia (2.40) din teorema precedenta, deci ambele
S 1 N : ca i i S ica. t . . S 5 v
Este interesant de observat cé realizarea de mai s.u> nu este unica .n a“ sunt realizari ale aceleiasi fumc(ii de transfer.
sistem care are exact aceeasi functie de transfer este obtinut ca urmare a aplicarii
HETRERREEL. WO RS In cazul in care H(4) nu este o rationala strict proprie:
Teoremid: Daci sistemul (4, B, C. D) este o realizare a functiei de transfer  H(/),
atunci si (47, C’, B, D) este o realizare a aceleiasi functii.
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dA"+y, A+ A+,
Fia, A+ radta,

H(4)=

ca si in (2.33) putem scrie:

B A+ +BA+ By o d

H(A) = .
“ ra, A 4t it

A

si deci realizarile controlabila si observabild se obtin ca mai sus, la relatiile

(2.39). respectiv (2.41) adaugandu-se D=d.

2z-1
Exemplu: Fie functia de transfer: H(z)= T115--08

Realizarea standard controlabila este:

A:{o(.)s —5.5] 3=m et 2

iar cea standard observabila:

si fireste in ambele cazuri D =d = 0.
Daci ins3 am fi avut:

327 +2z-1
H Z)=——
(2] z°+1.52-0.8
am fi scris:
Hiz)=3+ -25z+14
e T 152-08

si in consecinta am fi obfinut, de exemplu pentru realizarea standard controlabild:

417 1 B=m c=p4 -25] D=3.
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2.4.2  Echivalenta sistemelor

Pentru o functie de transfer H(4), ne punem problema daci realizirile
controlabila §i observabila sunt singurele posibile.

Definitie: Doua sisteme (A4, B, C, D) si respectiv (‘:1, B, €, ﬁ) Se numesc:

e echivalente pe stare dacd existd o matrice T nesingulard, astfel incat:

A=TAT" B=TB C=CT’' D=D (2.42)
e echivalente intrare-iesire daci pentru aceeasi intrare u aplicata iesirile
lor fortate sunt egale.

Observatii:

1) Pentru doua sisteme echivalente pe stare, conform definitiei rezultd imediat ca
de fapt este vorba despre acelasi sistem, vdzut Insd in doua sisteme de coordonate
diferite, legate intre ele prin 7, care nu este altceva decdt matricea de

transformare. Astfel, daca pentru sistemul:

x’=Ax'+Bu
y=Cx+Du

introducem o schimbare de coordonate care sa modifice starea in X = Tx, putem
scrie:
(Tx'=TAx+TBu
1 y=Cx+Du
si deci: '
X'=TAT "% +TBu
{y: Cx+Du=CT'%+Du

Am obtinut asadar ecuatiile sistemului scrise in noul sistem de coordonate, in
care starez este X = Ix. Matricele sistemului in noile coordonate sunt chiar cele
date de (2.42). Se observa de asemenea ca intrarea §i iesirea sunt aceleasi, in
ambele sisteme de coordonate. Cu alte cuvinte, rezulta ca doud sisteme
echivalente pe stare sunt in mod necesar §i echivalenté din p’imc[ de vedere

intrare/iesire.
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2) Doud sisteme sunt echivalente intrare iesire dacd si numai daci au aceeasi

functie (matrice) de transfer. Acest lucru se poate verifica usor, avand in vedere
relatia (2.31). Tindnd cont de faptul ¢ o functie de transfer poate sa fie exprimata
intr-o forma reductibila sau ireductibila, trebuie precizat ca respectivele sisteme
sunt echivalente intrare-iesire daca si numai daca au aceeasi formd ireductibild a

functiei (matricei) de transfer.
Avidnd in vedere aceste observatii este firesc sa formulim urmitoarea:

Teorema: Doud sisteme echivalente pe stare au aceeasi functie de transfer.

Demonstratie: In afar: de demonstratia care se poate deduce imediat din
observatiile anterioare. putem verifica acest lucru §i calculind functiile de

transfer ale celor doua sisteme:

H(l)=C(A-A)"'B+D
H,(A)=CT (I ~TAT ') 'TB+D =C((A ~-TAT T\ 'TB+D =
=CQIT -TAY 'TB+D =C(T (AT -TA)) B+ D = H,(4)

Concluzia imediata este ca existd o infinitate de sisteme care au aceeasi
functie de transfer (in forma primara). respectiv toate sistemele echivalente pe
stare. In acelasi timp functia de transfer este unici pentru un sistem dat (cel mult
se poate reduce la o forma mai simpla). Urmatoarele exemple vor clarifica aceste

observatii.

Exemplu: Sa se construiascd realizarea standard controlabila a functiei de

transfer (2.37} a motorului de c.c. cu excitatie independenta si si se

compare cu relatia (1.26).

Realizarea standard controlabila este:
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si c?ste diferita de forma obtinuta in capitolul 1 (ec. 1.26). Conform celor spuse
mai s.us, intrucdt ambele sisteme au aceeasi functie de transfer, rezulta ci ele
trebuie sd fie echivalente pe stare. Pentru a ne convinge de aceasta, si oisim
matricea T de transformare care face legatura intre cele doua sisten;e de
coordonate. \'om nota cu " sistemul dat de (1.26).

. - = l ‘
Pornind de la relatia B=TB gasim: }72 =[’” ,[2-![01' si deci: 7,, =i, 1y, =0
’.’l 11:_‘ 1_' ) ‘L . ’

L0
; . . L 1]
n continuare: € =CT "' = CT =C si deci: [o l]”“ Z,=[L OJ de unde
{tn O] L ,
rezultd 7,, = i :
TN
o B Ly =
Cu aceste informatii putem scrie: T=| r L,,iar nversa sa va fi:
= OJ
LLs
A
T = ‘ &
ki k
Sl
gL LJ

| Rk 7 1
7 T7oity —|I O 1] [ 0 _1]
kL L= k L k- Riﬁl L_
> 0! = o7 rl-L|-L ,J—
J < LLJ o 4 AN
1 ?_L ! _ﬁ"-o 1 '—_k__ K]
=—0 v " I £l .1 J[ L'y rr|_
_4 0 k —i t k kz -
< = 1 =T e
L'JL LJ 1. LJ _’ Lz-/f_ I OJ
_—£ N
- L L
- 3 C:t: =0
kil 0 ]
J ‘
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Am verificat asadar ci cele doud expresii reprezintd ecuatiile aceluiasi
sistem. in doua sisteme diferite de coordonate. legdtura intre acestea fiind datd de

matricea:
11
0 = [ o -1 L
L - T _ -1 1 L 0 ==
T= k _acarei inversa este: T =——| i = [
L) -5 ol ol
Ly gL
Fi
Daci starea sistemului (1.26) este i':i ¢ : starea sistemului in noile
Lwr_‘
coordonate va fi:
2]
v=T7i= %
| Li, |

in acest caz se poate gasi o semnificatic fizica si pentru noua stare
(componenta a doua este fluxul prin inductivitatea rotorica iar prima este
raportul intre tensiunea contra-electromotoare si un factor care, dupa cum se va
vedea ulterior este patratul pulsatiei naturale a sistemului) dar aceastd
semnificatie nu este interesanta. in general, pomind s zicem de la ( 1.26). prin
schimbarea coordonatelor se poate ajunge la stari care nu au nici o semnificatie
fizica. dar care vor fi toate de forma:

E tl’lin +t\’2a}'

B

L, +1020, |

H(s)=—2—. S3 se
3

Exemplu: Fie sistemul descris de functia de transfer:
s+

gaseasca sistemele care au ca functie de transfer aceasta expresie.

Realizarea standard controlabila este: A=-3. B=1L C=2 si fireste toate

: 1 . :
sistemele de forma: A=-3, B=1,C= 2?. t=0 vor avea exact aceeasi functie

de transfer. Sunt oare aceste sisteme unicele cu aceasta proprietate? Daca scriem:

25+ 2
s?+4s+3

H(s)——i—— 2As+1) _
Ts+3 (s+3)(s+1)

si construim realizarea, sa zicem observabild de aceasta data:
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o e

gdsim, pornind de la ea, o noud multime de sisteme, de data aceasta de ordinul 2
b

care au aceeasi functie de transfer (dupa reducere). Tot astfel, prin acelasi
procedeu se pot construi si sisteme de ordinul 3, 4, etc. cu aceeasi functie ‘de
transfer (redusa).

Asadar, informatia datd de o functie de transfer este incompleta, spre
deosebire de cea datd de ecuatiile de stare. Acest lucru este firesc, avind in
vedere ca functia de transfer nu contine nici o informatie despre stare, ci doar
despre intrare si iesire. Pentru evitarea confuziilor este important ca atunci cind
se lucreazd cu functii de transfer si se fixeze clar ordinul lor, respectiv
dimensiunea modelelor in spatiul starilor echivalente. In acest caz functia de
transfer va descrie sisteme care sunt echivalente pe stare. '

2.4.3 Forme canonice

Asadar, ecuatiile de stare ale unui sistem liniar neted sau discret se pot

. reprezenta’ intr-o infinitate de forme, fiecare corespunzand unui alt sistem de
coordonate, adica unei alte reprezentiri ale vectorului de stare. in general, atunci
cand ecuatiile sistemului se obtin direct din ecuatiile fizice ale procesului
respectiv, componentele vectorului de stare au o semnificatie fizicd precisd (v.
sistemele descrise de 1.19, 1.26). Aceasta semnificatie se pierde in general prin
schimbarea sistemului de coordonate. Cu toate acestea, existd anumite sisteme de
coordonate care sunt deosebit de utile in diverse aplicatii, deoarece duc la forme
particulare relevante ale matricelor sistemului. Acestea se numesc forme
canonice §i cele mai des intalnite sunt:

a) forma canonicéa controlabild - (2.39);

b) forma canonica observabild - (2.40);

c) forma canonica diagonald - numai daca matricea A este diagonalizabila:

A 0 0 0] [ 5]
0 0 0 5|
A= 0 0 0 B=| : !é'__[?’o Vi Yi-2 }’n—l]
/:,,_1 0 ﬂn-Zl
0 0 A AJ '
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unde A4;sunt valorile proprii ale matricei A4 (valorile proprii sunt independente de
sistemul de coordonate), iar f;si y;sunt oarecare. Dacd sistemul este scris sub

aceasta forma functia de transfer se obtine direct descompusi in fractii simple:

(1

| s—4,

H(s)=CisI-4)"B=C

B,: “/'I)ﬁo g +7n~/ﬂn-l
7 ‘ s=4, 7 s=A,
1

unde am presupus ¢ este vorba despre un sistem neted.

2.5 Descriereain frecventa a sistemelor liniare

Sa consideram din nou circuitul RLC serie. al carui model in spatiul starilor
este descris de relatitle 1.19 51 1.20. Pentru acest model intrarea este tensiunea
aplicatd la bomnele circuitului. iar iegirea este curentul rezultant. Dupd cum se
cunoagte, atunci cand tensiunea este o sinusoida de o anumita frecventd, dupa un
anumit timp de la aplicarea acesteia, curenwul prin circuit devine de asemenea o
sinusoida purd. avand aceeasi frecventd cu a tensiunii. Amplitudinea curentului
depinde de cea a tensiunii. dar §i de valorile elementelor circuitului. De
asemenea, intre curent §i tensiune existd un defazaj care depinde si el de cei trei
parametrii (R, L 51 C).

Dacd exact acelasi model, avand exact aceleasi valori ale coeficientilor
matricelor A, B 51 C corespunde unui cu totul alt sistem fizic (aga cum am vizut
tot in capitolul 1. un astfel de sistem este de exemplu un motor de c.c.), este
firesc ca acest nou sistem s& aibd exact aceeasi comportare intrare-iesire ca
circuitul RLC ipentru cd are zceeasi funciie de transfer). Asadar, daca intrarea
este sinusoidald. iesirea va 1 de asemenea o sinusoidd, de aceeasi frecventd si
defazata fata de intrare.

In fine aceeasi concluziz se poate extinde asupra tuturor sistemelor liniare,
indiferent de dimensiune si de semnificatia fizica.

Sa presupunem atunci ¢ unui sistem oarecare ii aplicdm la intrare sinusoide
avand amplitudine constanta si frecventa variabila. Dacd masurdm §i notam,
pentru fiecare frecventd a intrarii, amplitudinea si defazajul iesirii vom obtine o
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tabeld care caracterizeaza respectivul sistem. Pentru a realiza o descriere in
frecventd a sistemului, aceste date pot fi reprezentate in diverse moduri. Cele mai
folosite sunt diagramele Bode, in care, amplitudinea si respectiv defazajul se
reprezintd in functie de frecvents, si cele Nyquist, in care raportul iegire/intrare se
reprezintd in coordonate polare, cu frecventa ca parametru.

—~—

2.5.1 Diagrame Bode

Asadar, este vorba despre reprezentarea amplitudinii si defazajului iesirii in
functie de frecven(d (mai precis in functie de pulsatie de obicei). In cele ce
urmeaza vom presupune ¢d sistemul este SISO. Intrarea sistemului se considera a
fi o sinusoidd de amplitudine unitara. In caz contrar (general) se reprezinti direct
raportul intre amplitudinea iesirii §i a intrarii §i respectiv defazajul. Daca se
cunoaste functia de transfer a sistemului, cele doua curbe se pot determina
analitic, inlocuind in functia de transfer: s=jo.

Intr-adevar, daca considerdm intrarea:

u(t)=sin(wt)

y(t)=Asin(wt+¢@).

Functia de transfer este desigur:

s
.y
Iy R 2 Ll
H(s):y( )= s+ = 4o
u('s) @
7, 2
s“+w

in care am tinut cont de expresia transformatei Laplace a sinusului si de teorema
intarzierii. Asadar:

/wf :
H(jw)=Ae © = Ae’®

si deci raportul amplitudinilor este modulul lui H(jw) iar defazajul este chiar

argumentul acesteia.

Exemplu: Sa consideram un sistem de ordinul 1, asa cum ar fi ‘de exemplu un
circuit RL serie. Ecuatiile in spatiul starilor sunt:
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x=ax+bu
, in cazul general. sau:
y=cx
li '+—]—u . R , I . _J
éf =—._Z" L pentru circuitul RL (adicd a=-T, b—z sic=1).
y=i

ch . . .
i ias s ste: s )= . Inlocuind s=jw se
Functia de transfer a unul astfel de sistem este: H(s ) j

s+
obtine:
v(jw) cb chla—-jo) chva +w° o’
Hfjo)=—""—=—""—"="7 "7 2, p?
ul jo) jo+a a +o a

in care am evidentiat modulul:

L je)l _chNa+e’  cb
\Hf joj)=t——"1= B 2 [ 2 2
: ufl jw) a +~o Nar+o .
si argumentul 6, unde:
©

a : o
cosf= ——— dar sinf=-

=

.\_93-‘_0)’ Nva +o

Asadar in acest caz expresia raportului intre amplitudinea iesirii i a intréril, in

functie de pulsatia o este:

ch
Ja +o
iar cea a dependentei defazajului este:
)
olw)=060(e)= —arctg(—a— | (2.44)
Reprezentarea graficd a acestor dependente este indicata in Fig. 2.6, in care am
considerat @ = 100, cb = 20 iar pentru @ ne-am limitat la valori mai mici de

1000.
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Fig.2.6. Reprezentarea grafica a amplitudinii i respectiv fazei iegirii unui
sistem de ordinul 1, pentru intrare sinusoidald. Ambele mdrimi sunt

reprezentate in functie de pulsatia intrdrii, iar coordonatele sunt liniare.

Asadar amplitudinea iesirii scade odatd cu cresterea frecventei intrarii
tinzand catre zero, iar defazajul tinde catre -90° (intdrzierea creste de la 0 la 90°).
Sistemul de ordinul 1 se comportd asadar ca un filtru trece jos (FTJ). Acest lucru
corespunde intocmai cu ceea ce se cunogtea deja pentru circuitul RL serie.

. 2.5.1.1 Coordonate logaritmice

Uzual reprezentarea caracteristicilor ?ode nu se face in unitati naturale, ci
in unitati logaritmice, pentru raportul amplitudinilor §i pentru pulsatie (defazajul
ramdne in continuare in grade). Aceastd reprezentare simplifici, dupa cum vom
vedea, operatiile de trasare a graficului si de calculare a functiei de transfer.

Mai mult, raportul amplitudinilor se preferd sa se masoare in decibeli (dB), deci
in ordonata primului grafic vom avea:

20log ~ (dB)

yjo)
uf jo)

iar in abscisa ambelor grafice: log . De remarcat ca in acest fel apare o singura
unitate pentru raportul amplitudinilor iesirii §i intrarii, desi acestea pot fi in
general marimi cu totul diferite, fiecare masuratd in alte unitati (de ex. pentru
motorul de c.c intrarea este tensiunea aplicatd rotorului, masurata in V, iar iesirea
este turafia, masurati in rad/s). In noile coordonate graficele din Fig. 2.6 au
forma ardtata in Fig. 2.7. Se observd ca alura curbelor este d.iferité, datorita
faptului c@ noile coordonate nu sunt liniare. Zona pulsafiilor “mici” este acum
mult mai clard (mdritd) decat in cazul anterior, chiar daca, deoarece nu se poate
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calcula /og 0 reprezentarea incepe la o valoare mai mare (10 pentru aceastd
figurd). Prin pulsatii “mici” intelegem acele pulsatii inferioare pulsatiei naturale
a sistemului. Pentru sistemele de ordinul 1 pulsalia naturald este invers

proportionald cu constanta de timp a acestuia.

N : L
(dB) | ?

b it e,
™~

N

P ir\ | )

12 14 15 18 2z 24 26 28

4 18 @ ¢ 12 24 I8

bg(o) bog(e)

Fig.2.7. Reprezentarea grafica a amplitudinii i respectiv fazei iegirii unui
sistem de ordinul 1, pentru intrare sinusoidala (diagramele Bode). Ambele
midrimi sunt reprezentate in funciie de pulsatia intrdrii, iar coordonatele

sunt legaritmice fcu excepria fazei).

Dz multe ori in abscisd nu se noteaza valoarea logaritmului - desi aceasta
este cea reprezentata -. ci chiar puisatia. In acest caz reprezentarea echivalentd a

graficelor din Fig. 2.7 este cea din Fig. 2.8.

M = T H 0
(dB]

N\ - AN

! 7 2

17 1 9 19 ®

Fig.2.8. Aceleasi diagrame Bode ca in Fig. 2.7, notatia de pe abscisa fiind

insd in radiani, degi scara pentru o este in continuare logaritmicd.

Diagramele Bode sunt foarte utile in aprecierea comportarii sistemelor la
intrari sinusoidale (de diferite frecvente) dar si, in general la orice intréri
periodice. deoarece, dupa cum se stie orice semnal periodic se poate descompune
intr-o serie Fourier, ce contine semnale sinusoidale de diverse pulsatii. De
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exemplu, pentru sistemul ale cirui diagrame Bode sunt date in Fig. 2.8 se
observd ca se comportd ca un filtru trece jos. Deci, daca la intrare se aplica un
semnal cu pulsatia de 1000 rad/s, amplitudinea sa va fi redusa cu circa 20 dB,
adica de 10 ori. De asemenea in acest caz iesirea va fi intarziati cu aproape 90°. -

Diagramele Bode, ca si cele pe care le vom prezenta in continuare au jucat
un rol foarte important in analiza si proiectarea sistemelor de reglarc automaii.
Fiind folosite deosebit de intens, cel putin inainte de aparitia calculatoarelor, s-a
dezvoltat o intreaga terminologie specificd, ca si un intreg set de reguli pentru
trasarea manuald simplificatd a lor. Vom prezenta in continuare. foarte pe scurt, o
parte din acesti termeni si reguli.

I. Octava si decadd - termeni folositi pentru desemnarea unei benzi de pulsatie
cu proprietatea ¢ limitele acesteia satisfac:

w'_l . .

—==2 si respectiv: - ¥ 10

o, ®,

. Se observa ca latimea acestor benzi nu este fixi cind exprimam pulsatiile in
rad’s, dar este fixd pe scara logaritmicd a diagramelor Bode. Astfel, de la 10 la
100 Hz, de exemplu este o decads, la fel ca si de la 100 la 1000 Hz. Pe graficele

- . . . -
din Fig. 2.7 si 2.8 aceste decade sunt chiar cele doud jumatati ale abscisei.

2. Decibeli - asa cum am aritat deja aceasta este unitatea in care se exprima
amplitudinea (relativa la intrare) a iesirii, indiferent de unitatile si semnificatiile
fizice ale intrarii si iesirii. In tabelul 2.1. este aratata legatura intre cateva ’din
valorile raportului amplitudinilor lesirii §i intrdrii exprimat in unitati fizice si
respectiv in dB. Valorile in dB au fost rotunjite, asa cum se procedeazi uzual in
lucrul cu diagramele Bode.

Se observa ci doua numere care au produsul 1 au aceeasi valoare exprimata
in dB, dar cu semn contrar. Evident aceasta se datoreaza proprietatilor
logaritmului. Pe baza acelorasi proprietati se pot deduce urmitoarele reguli: ‘
® cand valoarea unei mdrimi, exprimata in unitati fizice se dubleazi, valoarea sa

exprimata in dB creste cu 6 dB;

® cénd aceeasi valoare creste de 10 ori, numdrul de decibeli creste cu 20,
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Unititi fizice dB | Unitai fizice dB
&0 -40 1.4142 (N2) 3

0.1 -20 2 6

0.3 6 70 20
0707 (1/42) | -3 100 40
! | 0 200 46

Tab.2.1. Legdrura intre diverse valori ale raportului amplitudinilor iegirii §i

intrdrii wiui sistem, exprimate in unitdyi fizice si respectiv in decibeli.

Pe baza unor astfel de reguli se pot trasa. fara ajutorul calculatorului,
diagrame Bode simplificate pentru orice sistem liniar. Diagramele trasate analitic
au cunoscut o foarte mare raspandire in analiza §i proiectarea sistemelor de
reglare automatd, inainte de aparitia calculatoarelor. Spre deosebire de cele
exacte, aceste diagrame simplificate nu sunt formate din curbe, ci din linii frnte.
Pentru exemplificare, in Fig. 2.9 sunt trasate, pentru acelasi sistem de ordinul 1
atat caracteristicile exacte. cdt §i cele aproximative. Se observd ca si
caracteristicile aproximative dau o imagine clard a comportarii in frecventa a
sistemului. Pentru diagramele amplitudinii eroarea maxima apare la imbinarea
liniilor i este de 3 dB. Frecventa la care apare aceastd imbinare se numeste
frecvenrd {pulsatie) de colt. Se observa ci ea este 100 rad’s, valoarea fiind data
de constanta de timp considerata. Diagramele de faza se intersecteaza in punctul

corespunzator acestei valori.

\f 2
8s 34

! Q
rdB]

B ~
i \\ B l\\

J =N
N\ X

W7 © 4 12" ! 10} W7

Fig.2.9. Diagramele Bode exacte §i aproximative (linie ingrosatd) pentru
sistemul de ordinul 1 considerat in exemplul precedent (v. Fig. 2. 8)
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Explicafia pentru aceastd alura este datd de modul in care se face trasarea
aproximativd a diagramelor Bode. Diagrama simplificati a modulului se obtine
dacd in expresia sa, data de ecuatia (2.43) facem aproximatia:

cb

7, w<a ’

|H(jo)|=

ch
—, @>a
@

Ambele expresii au caracteristicile liniare, punctul lor de intersectie (coltul)
aparand fireste pentru @ =a. Caracteristica fazei, dati de relatia (2.44) se poate
aproxima cu o dreapta care trece prin urmitoarele puncte:

—,arctg(g) ~02-07 - arclg(g) =452 -
a a a a

=] —arcrg(gw ~-90"2 =10
a) a

In fine, in figura 2.10 si 2.11 sunt prezentate diagramele Bode ale
elementului de ordinul 2 cu functia de transfer:

2

@,

H(s)=
/ s’ + 2w, + o}

pentru diverse valori ale parametrului ¢'si pentru @, = 00.

M g,

[dB] Aaie Gl SN =01 _

Z h—{#)} ! \y ¢=0.2 |

X £=0.5 1 | ¢=0.5 +
\f’fjm ” ¢=0.7071
33 | ;r \\\ czl—

N\ AN

“ \N

10 10’ o) 10 10' 10

o) 10
Fig.2.10. Diagramele Bode pentru elementul de ordinul 2 cu ®n = 100 si

diverse valori subunitare ale lui C
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o

Fig.2.10. Diagramele Bode pentru elementul de ordimd 2 cu o = 100 §i

diverse valori supraunitare ale lui .

2.5.2  Diagrame Nyquist (polare)

Aceeasi informatie care este continuta in diagramele Bode poate fi
reprezentatd in coordonate polare, in care pentru fiecare pulsatie se traseazd
varful vectorului avind modulul si faza date de cele doua diagrame Bode. De
data aceasta insa unitatile din ambele axe sunt liniare. Uzual se traseaza §i curba
corespunzatoare pulsatiilor negative, aceasta fiind obtinuta prin oglindire
(simetrie) fatd de abscisa. Explicatia acestei simetrii este lasatd ca exercitiu
pentru cititor. De exemplu, in figura 2.12 este reprezentatd diagrama polard
(Nyquist) pentru elementul de ordinul 2 avand, £ = 0.1 si respectiv /, iar
w, = 100. Pentru 0 mai usoard comparatie cu diagramele Bode din figura 2.9

acestea au fost retrasate in coordonate liniare, pentru cazul £= 0.1 (figura 2.13).

l I3 1 ‘
H i U=0A ! (30
T \ | amtoo /
. S
~—o S -
I D e
< -t 0 2 2 ] o2 ? 2 ce 06 (1] 1 12

Fig.2.12. Diagramele Nyquist peniru clementul de ordinul 2 avand ©q = 100

si £=0.1, respectiv 1. Linia intreruptd corespunde pulsatiilor negative.
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In figurd au fost evidenfiate punctele obtinute pentru @ =700 si @ =(
precum §i o pozifie particulard a vectorului care di aceastd diagrama. in figur:
2.10 se vede ci de exemplu pentru @ = /00 faza este de -90° ia; modulul e:f: ﬁ
ceea ce corespunde intocmai fazei si modulului vectorului din diagrama p;lar:fl
Pentru@ = 0 faza este zero, iar modulul este unitar, ceea ce din nou se verifi
diagrama Nyquist. ?a :

. In cazul in care { = / se poate face o comparatie similara cu diagrama Bode
din figura 2.9, cu deosebirea ca acum trebuie ficutd conversia intre unitatil
naturale ale diagramei polare §i cele logaritmice ale diagramei Bode D:

exemplu, pentru @ = /00 modulul este circa -6 dB, adica 0.3.

DI N IS W [

-+ = i
sl \ |
= N B
00 200 300 430 520 530 700 £00 S0C 1000 :
[} .

— ! 1
X 23 300 400 SX &X TX 830 800 1000

(&)

Fig.2.13. Diagramele Bode pentru elementul de ordinul 2 avand o, = 100 §i
Z=0.1, retrasate in coordonate liniare. 4 se compara cu cele in coordonate

logaritmice (figura 2.10) si cu diagrama Nyquist, din figura 2.12.

In ambele grafice din Fig. 2.12 au fost trasate §i curbele corespunzatoare
p}llsagiilor negative., obtinute prin simetric fatd de abscisa. Atat in diagramele
E\_\‘G.UIS( cit si in cele Bode se observd cd pentru acest sistem iegirea este
intotdeauna intdrziata fata de iesire, variind intre 0 §i -/87. In cazul in ca
pulsatiile semnalelor sunt negative iesirea este intotdeauna in avans, lucru care ::
pozate verifica matematic scriind expresiile intrdrii §i iesirii pemfu o pulsatie

oarecare @ §i pentru -e:

u,=Usin(ot) y,=Ysinfot-¢) ©@>0.0>0

u, =Usin(~et)=-Usin(at) y, = Yf"'”/'w’“fﬂ)='—)'sin,'/a)t+¢’)
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Nu intotdeauna iesirea este intdrziatd fafd de intrare. Mai mult, exista si sisteme

in cazul cirora pentru o anumitd gamd a frecventelor de intrare iesirea este
intirziatd. iar pentru restul este in avans. Un astfel de caz este circuitul prezentat

in figura 2.14:

Ci
___{ }___
R
/0———‘:3—
Vi R; Vo
T°
. e

Fig.2.14. Exemplu de circuit atdt cu intdrziere dar si cu avans al semnalului

de iesire in functie de frecvenele semnalului aplicat la intrare.
Acesta este descris de functia de transfer:

T,T,s” +(T,+T,)s+1
T,T,s’ +(T)+T,+T) )s+1

H(s)=
(2.45)

unde: T, =R,C,, T,=R)C,, 7,,=RC,

Pentru cazul particular in care T7= 1 si T2=0.2 diagrama Nyquist este, asa dupa
cum se vede in figura 2.15 o curba inchisi (o elipsa) si, datorita simetriei se

suprapune complet peste cea corespunzatoare frecventelor negative.

Fig.2.15. Diagrama Nyquist a sistemului dat de ecuafia (2.45) si circuitul

din figura 2.14.
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: . A }
3.1 Discretizarea semnalelor netede. Fenomenul de aliasing :

3.1.1 Operatia de discretizare ideala

Discretizarea unui semnal neted u(z) este operatia prin care se obfine un

semnal discret #4(k) cu proprietatea:
u,(ky=u(kh), (V)kez

in care h €R este o constantd numitd pas de discretizare (de esantionare).
Aceastd operatie constd asadar in citirea semnalului # la intervale constante de
timp, h. Frecventa cu care se realizeazd aceste citiri este //h §i se numeste
frecventd de discretizare (de esantionare). Un exemplu de reprezentare grafica a
unui semnal discret §i a celui neted din care provine este dat in figura 1.6 si

"respectiv 1.5, Dacd suprapunem cele doud grafice, se observd ca semnalul

discretizat coincide cu cel neted in toate punctele in care este definit. Operatia de

discretizare astfel definitd este una ideala.

3.1.2 Operatia de discretizare reald

Asa cum am mentionat in paragraful 1.2 in practicd aceasta operatie este
realizatd de un convertor analog - numeric (numit deseori analog - digital i notat
CAN, A/D sau A/N). Acesta este un circuit integrat care primeste la intrare
semnalul analogic, iesirea sa fiind semnalul numeric, reprezentat pe n biti.
Desigur cd, asa cum am mentionat deja (v. 1.2) semnalul numeric obtinut la
iegirea acestui circuit este afectat de o eroare de cuantizare, datoritd numarului
finit » de biti pe care se face reprezentarea sa. Pentru ca circuitul sa nu se
distruga semnalul de intrare trebuie si nu depaseasca o anumita valoare maxima,
care este un parametru important al respectivului circuit. Daca semnalul real nu
respectd aceastd cerintd, el trebuie divizat corespunzitor inainte de aplicarea la

intrarea circuitului. Eroarea de cuantizare a unui convertor este asadar:

g—..A_“_-u’"ax
- 2n —'2n—l
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in care am tinut cont de faptul cd gama de variatie a intrdrii este de forma:
Mu=-u_ u_ ]

O alid caracteristici a unui convertor analog - numeric este aceea ci
realizeaza doud operatii distincte: esantionarea propriu-zis si mentinerea valorii
esantionate pana la urmitorul moment de esantionare (adica pe durata lui /1). De
aceea ele se mai numesc §i elemente de esantionare §i mentinere. Dupi cum
vom vedea in continuare operatia de mentinere constanta a valorii iegirii pentru
un anumit interval de timp are. in general. consecinte deosebit de importante
pentru functionarea sistemelor discrete de comanda. O altd caracteristica a
convertorului A/ D real este faptul ca operatia de discretizare nu este instantanee.
ci necesitd un anumit timp, numit fimp de conversie. Acesta este de ordinul
cétorva gs. st uzual este mult mai mic decdt pasul de esantionare.

In figura 3.1.a) este reprezentat un semnal neted variind intre =/ " care
este discretizat cu ajutorul unui convertor analog digital (figura 3.1.b) si ¢)) si
respectiv prntr-o operatie de discretizare ideald (figura 3.1.d), cu un pas de
esantionare de 0.5 ms. Atdt pentru discretizarea reald, cdt §i pentru cea ideala se
observa c¢a axa timpului continuu, masurat in s se inlocuieste cu o axa discreta. a
momentelor in care se face discretizarea. Legitura intre cele doud axe este data
de pasul de esantionare, de exemplu valorii ¢ = 0.002 s corespunzandu-i valoarea
k=4{0.002 =0.0005*4).

in figura 3.1.b) este aratatd iesirea propriu-zisa a convertorului (care este si
element de retinere), in timp ce in figura 3.1.c) este prezentat semnalul discret.
aga cum este el citit de sistemul digital, cite o singurd data pe fiecare palier. In
ambele cazuri valorile semnalului variaza in trepte, intre =25 wnitdti (biri). La
aceste cifre s-a ajuns pentru ca am considerat cazul in care convertorul A’ D are &
biti iar gama de variatie a intrarii care poate fi aplicatd este de +3 J. Cum pe §
biti se pot reprezenta numere intregi intre -/28 si /27, rezultd cd pentru 1 V la
intrare vom avea la iesire parte intreaga din 727/3. adica 25 unitari. (Se observa
ca pentru valoarea maxima a semnalului apare o eroare de cuantizare de 0.4
unitati, respectiv de /5,8 m¥). Timpul de conversie nu se distinge in figura. fiind
de cateva us, deci de cateva sute de ori mai mic decat pasul de discretizare.

Desigur, in lucrul cu un astfel de semnal trebuie tinut cont de constanta de
scalare pe care o introduce convertorul analog numeric, respectiv 5//27 in acest
exemplu. in fine, in figura 3.1.d) este aratat semnalul discret obtinut printr-o

esantionare ideald, care nu este scalat §i nici afectat de erori de cuantizare.
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Fig.3.1. Exemplu de semnal neted (a), semnalul corespunzator obtinut prin
discretizare reald cu CAN (b, c) si prin discretizare ideala (d).

Pentru simplificare vom presupune deocamdati ¢ nu exista nici o eroare de
cuzntizare. Aceastd presupunere este foarte aproape de adevar cAnd numirul de
bitl ai convertorului analog - numeric este suficient de mare (de exemplu, pentru
o=16, cind gama de variatie a semnalului de intrare este de + 5V, eroare de
cuzntizare este de 0.15 mV) si in plus proprietatile fundamentale ale semnalului
meric (dat de convertorul real) sunt aceleasi cu cele ale semnalului discret (dat
dz operatia ideala de discretizare).

Teoremd: Un semnal continuu avand componente de frecventd maxima /, poate
fi reprezentat prin esantionare regulatd, cu o frecventa de esantionare
de cel putin 2. ( Acest rezultat este intalnit m literatura de

specialitate cu numele de teorema lui Shannon i ]
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Pentru a intelege mult mai bine acest aspect este necesar sa apeldm la analiza

semnalului discret cu ajutorul Transformatel Fourier.

Exemplu: Fie un semnal continuu avand componente de frecventd maxima £

Modulul transformatei Fourier poate fi reprezentat schematic ca in figura 3.2

X (o)

——
7

(O] @

Fig.3.2. Modului transformatei Fourier pentru un semnal continuu.

unde @, =2 7f,. Se stie ca acesta este 0 functie pard in raport cu originea. Fie T

lungimea (perioada) semnalului si fie o esantionare a sa cu 0 frecventd foe>2 f,.

Numarul de puncte pe perioada va fi N si evident:

Se poate defini 0 transformata Fourier (v. Anexal) a semnalului esantionat,

ntinua de . Ea nu este altceva decét infaguratoarea punctelor date de
er discretd, care este proportionala cu spectrul semnalului
rma se repeta periodic pentru k >N. Aceasta inseamna cd

ai, cu o perioada datd de wes = 2fes 252

functie co
transformata Fouri
continuu. Aceasta din ul

si infasuratoarea ei se repetd intocm

dupa cum se poate remarca in figura 3.3.

[A T

X (@)
D) -0y (1)1 _(;)l+ O (:)1+ wes

T
NORY0) - Oy
1 es 1 ¢ ©

" 0 s

Fig.3.3 Modulul transformatei Fourier a semnalului din figura 3.2 pentru 0

frecventd de esantionare mai mare de doua ori frecventa f,.
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Se observi ci fps>2 f, inseamni ci spectrele nu se intersecteaza.

O alta reguld de care trebuie sa se {ind seama este evitarea fenomenului de
aliasing. Daci pentru semnalul anterior nu este respectatd conditia cerutd de
teorema lui Shannon, se observd ci pentru fp; = 2, spectrele se repetd f:ira
pauzd intre ele, iar pentru fog < 2, ele se suprapun. In acest caz, ccea ce se
obtine in urma calculdrii transformatei Fourier discrete pentru semnalul astfel
esantionat, sunt coeficientii corespunzitori sumei celor doud spectre, deci un alt
spectru, care nu mai este proportional cu cel al semnalului continuu. Acest

fenomen este redat in figura 3.4.

" O O

Fig.3.4. Modulul transformatei Fourier a semnalului din figura 3.2 pentru o

X (@)l

1 Oy

-0,

Qs 0 O

7
®O+~0
1 “es

frecventd de esantionare mai micd de dqua ori frecventa f.

in situatia particulard reprezentati in figura 3.4, aceastdi sumi (linia
intrerupta) este chiar constanta. in general, de acest fenomen vor fi afectate
frecventele care intrd in zona de suprapunere a spectrelor.

Pentru a evita aceastd situatie rezultd cd trebuie respectatd teorema lui

Shannon, deci aleasa frecventa fp suficient de mare. Acest lucru nu este insd

totdeauna posibil. Astfel, daca semnalul are si componente de frecventa foarte
mare, sau daca existd §i zgomot (care este de frecventa mare) nu vom putea, sau
nu vom dori cregterea excesiva a frecventei de esantionare.

Rezolvarea problemei se face prin filtrarea semnalului inainte de a-1
esantiona, elimindndu-i toate frecventele mai mari decat f5 / 2. Aceastd operatie

se numeste filtrare anti-aliasing i se face cu ajutorul unor filtre analogice trece
jos (FTJ). Multe din convertoarele A/D modeme au incluse pe cip filtre
analogice anti-aliasing, utilizatorul fixdnd, in functie de aplicatie, frecventa de
taiere dorita.
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3.2 Formularea problemei discretizarii sistemelor

Structura generald a unui sistem de reglare automatd (S.R.A.) este
prezentatd in figura 3.5, Semnificatia marimilor care intervin este urmditoarea:

- _v‘ - mirimea de referintd numitd si marime impusa;

-y - mirimea de iesire:

_ ¢ - eroarea intre marimea de referinta i méarimea de iesire din proces;

- u - marimea de intrare in proces aici avand si semnificatia de comanda

aplicatd procesului fizic pe care dorim sad-1 reglam:

v

y e ! u
—_"\K‘—"’] REGULATOR — PROCES
R .
|

{
L

Fig.3.5. Structura generald a unui sistem de reglare automatd (SRA)

in cadrul unui sistem de reglare automata se doreste ca 0 anumitd marime,
caracteristica procesului fizic reglat. sa varieze dupd un anumit profil impus de
utilizator. Mérimea care se doreste a fi reglatd se mésoard, sau in unele cazuri
daca acest lucru nu e posibil se estimeaza. si se compard cu marimea de referinta.
Se obtine astfel o eroare de reglare care este aplicata unui bloc special numit
regulator. Acesta are rolul de a fumniza o comanda cétre proces in sensul
minimizarii erorii astfel incdt, in cazul ideal. aceasta sa devina chiar egald cu
zero. Acest lucru se poate exprima matematic:

lime(r) = lim(y" - y)=0
sau cu alte cuvinte marimea de iesire y urmareste marimea de referintd y.

Structura de reglare din figura 3.5 este in bucla inchisd si cu reactie
negativa. Vom reveni mult mai pe larg asupra acestor notiuni in capitolul 10.

Sa consideram zcum un exemplu de SRA si anume zborul unui avion.
Marimea y poate fi considerata in acest caz directia de zbor (in plan orizontal),
marimea de referinta ¥~ va fi atunci directia impusa. Comanda u este data de
pozitia mangei care se poate traduce intr-o anumita tensiune electrici. Valoarea
aceasta este apoi convertitd in grade unghiulare dupd o anumita reguld. De
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exemplu putem considera ¢ +1V reprezintd o comandi de 10° dreapta iar -1V
ar fi 10° stanga.

Pilotul citeste aparatele de bord si ‘calculeazd’ abaterea de la directia
impusa (care constituie de fapt eroarea de reglare). Conform acestei informatii el
miscd manga astfel incdt avionul sd revind din nou la directia de zbor dorita.
Dupa corectarea abaterii mansa este readusa in pozitia de zero. in acest fel putém
spune ci pilotul are rolul regulatorului din cazul general.

Bineinteles ci procesul este mult mai complex si oricum pilotul nu gandeste
comenzile asa cum le-am prezentat noi. in esentd insa se poate considera ci avem
de-a face cu un sistem de reglare automatd a directiei de zbor, care se poate
reprezenta schematic ca in figura 3.5. Sistemul se complicd daca vom dori si
indeplinim si alte cerinte, adicd revenirea si se faca intr-un anumit mod (lin fara
socuri dar cat mai rapid de exemplu). intr-un mod asemanator stau lucrurile i

cand zborul avionului este in ‘grija’ pilotului automat.

Observatii:

o Deoarece este foarte usor de lucrat cu marimi electrice, in practici se
urmireste ca majoritatea marimilor neelectrice sa fie convertite in marimi
electrice (de regula tensiuni) utilizdnd traductoare corespunzitoare. In acest
mod putem considera ca atat y" cét si y sunt tensiuni electrice. Deci i eroarea
dintre ele va fi tot o tensiune, la fel si comanda data de regulator.

e Exista situatii in care sistemul de reglare automata foloseste un calculator care
citeste informatiile din sistem, le prelucreaza, efectueaza anumite calcule si
apoi genereaza comanda (ex.: calculatorul de bord din exemplul de mai sus).
In acest caz spunem ca regulatorul este realizat numeric si ca sistemul este
comandat digital. '

Vom prezenta in continuare elementele necesare unei mai bune intelegeri a
unor astfel de situatii. Pentru sistemele cu comanda digitald (numerica) in schema
prezentata in figura 3.5, care corespunde unor sisteme analogice, trebuie sa mai
adaugam elemente noi conform figurii 3.6. Acestea sunt convertorul digital
analogic (CDA sau se mai noteaza cu CAN sau cu CD/A) si convertorul analog
digital (CAD, CAN sau CA/D). -
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Fig.3.6. Structura generald a unui sistem discret de reglare automatd

Problema care apare acum in mod firesc este cum gisim un echivalent
discret al sistemului, care aplicdndu-i la intrare un semnal constant pe portiuni,
obtinut din convertorul numeric-analogic, s aiba la iesire exact discretizarea

iesirii sistemului continuu.
Aceasta este o problema de discretizarea a unui sistem continuu §i poate fi

prezentata grafic conform figurii 3.7.

e, I e

W & u | SISTEM y o ;| Y
ug SISTEM DISCRET Yd
—.—-_—’ - __—»
ECHIVALENT

Fig.3.7. Discretizarea sistemelor continue considerand un convertor

numeric analogic cu element de mentinere de ordin zero (cu iegirea in

repte).

3.2.1 Discretizarea sistemelor reprezentate in spatiul starilor

Solutia problemei discretizarii sistemelor continue reprezentate in spatiul
starilor se obtine pornind de la relatia (2.3), demonstrata in paragraful 2.1, si care
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exprimid evolutia unui sistem, considerind insa acum, ca moment initial, ur
moment de timp oarecare t,:

x(r) = et

T Alt-r)
xir, )+ Bu T
(t)+ [ e (n)d 3.1)
In cele mai multe situatii iegirea convertorului numeric analogic este constanti pe
portiuni asa cum se prezinta in figura 3.8. Se spune ci are un element de
mentinere de ordin zero (sunt si cazuri, mai rar Intdlnite, in care semnalul de
iesire, Intre doi pasi de esantionare, este o functie de ordinul unu sau chiar doi)

i

00 1h 2n 3h 4n ~

Fig.3.8. lesirea unui CAN cu element de mentinere de ordin zero.

Pentru un pas de esantionare oarecare observim ci:

i#(t)=u, constant pem:ru (v) )t e [kA, (k+ 1)4}
t, = kh;

t=(k+l)h;

Particularizand relatia 3.1 pentru un pas de esantionare vom obtine:

F((k+1)n)=e™

#(en)+ j ¥ By =

kh

—— 3.2)
=" ¥(kr)+ e Bdru,
Relatia (3.2) da valoarea starii continue ¥(r) in momentul 7 = (k+1)n.
Un sistem discret considerat intre aceleasi momente are expresia:
x,(k-i-l):A‘x, (k)+ B,u(k) (3.3)
Vom dori ca cele doua sisteme si fie echivalente, cu alte cuvinte:
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ulk)=u,;
x, (k)= X(krY
x (k+1)= X((k +1)n)

Compardnd relatiile (3.2) si (3.3) observam c3 acest lucru ¢ posibil daca:

A=

A, =e
» (34)
B, = |¢" Bdr,

Pentru iesire putem scrie urmatoarele relatii:

F(kh)= C¥(kh)+ Du,  pentru sistem continuu. respectiv

v, (k)= C,x(k)+ D,u(k) penrusistemul discret.

de aici rezultand imediat, prin identificare:

(3-3)

Observatie:
Reamintim cd echivalentul discret al unui sistem continuu (4, B, C, D) a fost
obtinut pentru cazul in care intrarea in sistem este constantd pe portiuni (este
cazul vzual al convertoarelor N/A cdnd nu stim unde va veni urmatoarea valoare
a comenzii). Convertoarele de acest tip se numesc cu element de mentinere de
ordin unu sau prescurtat ZOH.

Daca dorim sa consideram alte tipuri de convertoare formulele (3.4) vor fi

evident altele pentru ¢ atunci #(f)# #, pentru ¢ e [kh,(k - 1)i].

3.2.2  Discretizarea sistemelor reprezentate prin functii de
transfer

Sa vedem in continuare cum se rezolva problema discretizarii sistemelor

daca acestea sunt reprezentate prin functii de transfer. Avem de gasit o functie de

wransfer H,(z) pentru sistemul discret echivalent sistemului continuu H(s) asa

cum se poate vedea in figura 3.9.
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e I~
s |

Ud ,
— 5 Hd(: Yd

Fig.3.9. Discretizarea sistemelor reprezentate prin functii de transter

e Se scrie o realizare pentru sistemul continuu. Apoi se gdsesc matricele
sistemului discret echivalent conform relatiilor (3.4) si (3.5) si in final din
aceste matrice se deduce functia de transfer a sistemului discret. Aceasta
modalitate poate 1i reprezentatd schematic astfel:

realizare

H(s)—zuere (4, B,C, D) (4 B C,D,)—H (z)

~» Existd si o modalitate directa pentru a evita calculele destul de laborioase care

ar fi necesare in cazul abordirii anterioare. Vom prezenta in continuare modul
de deducere a formulei de calcul.

Fie o funcie f:R— R, transformata Laplace a sa F(s)=Z{7()

f. discretizata eisi transformata Z: F,(z)= Z {f,(k)}. Vom putea scrie:

I
‘B

dar f, (k)= f(kn) atunci:

F,(z)= i S (kn)z*

Functia /(1) poate fi calculat prin transformata Laplace inversd din F(s) si:

1 o+ jn

f(f)=§/—7 F(s)e”ds ’ .

o= j=
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Cu aceastd valoare obtinem:

o Ot® apt © ,5h
F,(:):—l—z Fls)™ dsez = | Fs) (-L——'dv=
27’ k=0 g, - jm 2 o< =0\ < )
17 z
e J F(S) sh ds

Ultima integrala poate i calculata utilizind reziduurile:

N

z
Fd(z)':ZRE:{F(S)::F’ S‘}. (36)

unde s, sunt reziduurile functiei F {s).
Relatia (3.6) reprezinta formula de discretizare pentru semnale. Pentru
sisteme se stie ca functia de transfer reprezintd raspunsul sistemului la intrare
impuls Dirac. Deci putem scrie c2 LE)=Z {n, ()} si reprezentarea graficd a

acestei situatii este prezentatd in figura 3.10.

P

L He —

) . hac
0 h
——» (NA ——F
0 Uy (l )

‘Fig. 3.10. Sistem discret cu inirare impuls Dirac si convertor de ordin unu.

Sistemul discret reprezentat in figura 3.10 trebuie sa fie echivalent intrare-iesire

cu un sistem continuu H(s) ciruia i se aplica intrarea i,(t) si are iesirea ¥, (1)

’70(1) }o(l)
—» Hs) |—r

[ntrarea in sistem este constanta pe portiuni deci putem sa scriem:

i, (1) =1(0)-1(c - h)
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in aceastd situatie vom obtine pentru iegire:
5;0(')=i1(')".?'1("‘h)

Deoarece iegirea sistemului discret trebuie sd fie identica cu iesirea sistemu}ui
continuu (cele doua sisteme sunt echivalente):

.T'a(’)Eh;vd(t)
hd(’)’iu(’)"‘fu("”)

Aplicand transformata Z pentru semnalul %_(r) vom obtine functia de transfer

caracteristica sistemului discret Hy(z):

H-'(:):z’{hu(")}= z{}m(’)":‘:u(’"h)}z(1—:—‘ )"?{;14(’)}2

-1 [H(s)| _z-11"FH z
~El ) ()}= 1 (s) Z s
z L S z 2’70‘—_[:) s '_.'—ej‘
sau utilizand reziduurile obtinem:
s
/ H(s) 1 1
H,(z)=(- I ——
()=(-1)XRe { e 3.7)
Relatia (3.7) reprezintd modalitatea directa de discretizare a unui sistem continuu
reprezentat prin functie de transfer. Valorile s; sunt reziduurile functiei E(S—)
s

Exemplu: Fie un sistem continuu descris de functia de transfer H(s)=

G |-

(cunoscut si sub numele de element integrator). Ne propunem si
gasim un echivalent discret al sau.

Abordénd prima modalitate de calcul vom gési mai intéi o realizare si anume:
4=[0] B=[1] c=[i] D=[o]

adica sistemul poate fi scris sub forma:
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(% =u;
¢

y=x

Aplicim apoi formulele de discretizare a sistemelor reprezentate in spaiul

starilor (3.4) 51 (3.5) st determinam un sistem discret echivalent, reprezentat tot in

spatiul starilor si caracterizat de matricele:

c,=c=[i} bp,=p=[}

sau sub forma standard:

\(t+1 =x(t)+h- ulr)

)= <0

Sistemul discret astfel obtinut are functia de transfer:

H(:)=—zli—1;

relatie ce se poate determina usor aplicand formula 2.32.

Daci utilizam calculul direct:

. H(:)-_— (': -1)2}{(3:{_}_1;(‘5_):'171 _ (5 _I)Re:is_: - —le:;,s": = 0} =

ad (L ‘,;,—:} i __1___ = 2 .
S PR o o s ! =—

ds

Observam c2 s-a gasit. asa cum era de asteptat, acelasi rezultat si metoda este

mult mai rapida.
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4 STABILITATEA SISTEMELOR LINEARE

Stabilitatea este o proprietate calitativa a sistemelor §i se referd la comportarea
lor dinamica. Se poate vorbi despre stabilitate internd si despre stabilifate

externd.

4.1 Stabilitate interna — definire, interpretare

4.1.1 Definirea stabilitatii interne

Definitie: Un sistem linear este intern asimptotic stabil daca si numai daca:

lime(t)=0 (4.1)

sau explicitand:

ie" =0, teR
1
(4" =0, teZ

Teoremad: Un sistem este intern asimptotic stabil daca i numai daca orice regim

liber tinde catre zero pentru r — o0 :
}anxx, (r)=0. (4.2)
Acest lucru este evident daca avem in vedere ca regimul liber al unui sistem se
poate exprima prin relatia:

x; =&(1) x,

iniocuind in (4.2):
}i_'ri]x, (r)=lime(r) x, =0

si considerand conditii initiale oarecare, deci si diferite de cele nule, rezultd ca
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stabilitatii interne asimptotice. Putem spune astfel ¢i teorema de mai sus este o
definitie echivalenta pentru stabilitatea internd asimptotica.

Observatii:

e Se poate constata ci stabilitatea internd este o proprietate caracteristica
matricei A. Marricele B, C, D, care sunt legate direct de intrare/iesire nu
intervin (de aceea se spune ¢ este o stabilitate inzerna sistemului).

e Interpretarea stabilititii: dacd un sistem este intr-o stare de echilibru oarecare,
data, si este scos din aceasta datoritd unei actiuni exterioare ¢l va reveni in

starea initiald de echilibru la incetarea actiunii perturbatoare.

Teorema: Un sistem linear este intern asimptotic stabil daca §i numai daca:
a) pentru sisteme continue (7 € R): valorile proprii ale matricei A au partea

reald strict negativa:

b) pentru sisteme discrete (7 < Z ): valorile proprii ale matricei A au modulul

strict subunitar:
J4. <1, (¥)i e ol4)

O demonstratie completd a acestei teoreme este prezentatd in [28], noi vom
prezenta aici doar cateva elemente sintetice necesare intelegerii acesteia. Daci
valorile proprii 7, sunt distincte atunci matricea .4 se poate aduce la o forma
diagonal utilzand o transformare § adica:

A4=57"4S, unde S este matrice modala.

Pentru sisteme continue calculdm exponentiala matriceala:
e’ =85eMs™
si tinand cont de relatia (4.1):

5 Ar
lime” =0

—x

deducem ci:

lime” =0 & lime” =0, (v) <o(4)

t—z
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Aceastd ultimd condifie este indeplinita doar daci toate valorile proprii ale
matricei . sunt cu partea reald strict mai mica decit zero:

Re{2, <o, (V)/i,. e o(4)

Pentru sistemele discrete se calculeazi A’ si se pune similar cazului continuu
conditia (4.1):
imA' =0 limA =0 limi =0, (v)2 e o(4);

=%e 10

conditie indeplinitd in mod evident daci toate valorile proprii ale matricei 4 au
modulul strict mai mic decat unu:

<], (V)4 € o(4).

Interpretarea grafica a stabilitatii este prezentatd pentru sisteme continue in
figura 4.1 iar pentru sisteme discrete in figura 4.2.

o ‘rlm

\ .

Re

Fig. 4.1. Domeniul de stabilitate pentru sisteme lineare continue

‘r Im
Ui0) j

-
L
Re

-J

Fig. 4.2. Domeniul de stabilitate pentru sisteme lineare discrete
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Astfel se spune ¢ dacd valorile proprii ale matricei caracteristice sistemului sunt
in domeniul de stabilitare (zona haguraia din cele doua figuri de mai sus) atunci
sisternul este intern asimptotic stabil. Domeniul de stabilitate este deci:

a) semiplanul sting notat §i cu C~ pentru sisteme netede;

b) discul de raza unu centrat in origine pentru sisteme discrete notat si cu U(0).

Observatii:
1. Teorema de mai sus ne furmnizeaza un criteriu practic foarte simplu de testare a
stabilitanii interne. Asttel:
- se¢ calculeaza mai intd1 valorile proprii ale matricei 4. multime numita si
specirul matricel. notata cu o(A4). Reamintim aici ¢ valorile proprii sunt

solutiile ecuatiei:
detf(i-4)=0 = o(4)

- se testeazd apoi daca aceastd muliime este inclusa in domeniu de stabilitate

specific sistemului considerat (continuu sau discret):

o(4) = C™  pentru sisteme continue;

cl4iz=U, (0) pentru sisteme discrete;

Daca aceasta incluziune este indeplinitd atunci putem spune ca sistemul este
intern asimptotic stabil. Atragem atentia ca relatia de incluziune este stricta.
adica pentru stabilitatea asimptoticd nu se admit valori proprii pe frontiera
zte (axa imaginara respectiv cercul unitate). Se poate

=3y

domeniului de stabili
vorbi si de o stabilitate simpld (corespunzitoare stabilitatii indiferente din
mecanicd) in care se zdmit §i valori proprii pe frontiera dar doar de ordin
unu de multiplicitate. Insa din punctul de vedere al teoriei sistemelor de
reglare automatd acezsta stabilitate simpld nu prezintd un interes practic.
Noi o vom considera in continuare ca instabilitate iar termenul de stabilitate

asimptoticd internd va putea fi inlocuit cu termenul de stabilitate interna.

2. Sa vedem acum ce s¢ petrece cu swabilitatea in cazul unei operatii de

discretizare. Consideram un sistem continuu stabil. Prin discretizare matricez
caracteristica sistemului discret echivaient este A, =e™. Printr-o operatie de

diagonalizare aceasta matrice poate fi adusa sub forma:
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e 0 0
Ak
i 0 e - 0
0
0 0 ei,h

Valorile proprii sunt expresii de forma e** si deoarece Re{,}<0 atunci

Ah|

obtinem evi i | i i ii i i di
obt evident ci je”"|<1. Deci valorile proprii ale sistemului discret

echivalent sunt in domeniul de stabilitate (cercul unitate). Putem s enuntim deci
0 consecintd a celor prezentate mai sus:

Consecingd: Daca sistemul continuu (4, B,C) este intern asimptotic stabil atunci
si sistemul obtinut prin discretizare (A,,,B,,,C,,) este intern asimptotic

stabil (bineinteles pentru pas de discretizare h=01!). Se spune ca
proprietatea de stabilitate se pastreazi prin discretizare,

4.1.2 Interpretarea stabilititii interne

Dacd un sistem este intern stabil si se afla in starea x, §i nu i se aplicd nici o

intrare. sistemul va tinde asimptotic spre zero. Exemple:
» s .8 Sao s o
- Dacd unui motor de curent continull cu excitatie independenta aflat in starea

iy ; . :
i :’ nu 1 se mai aplicd nici o tensiune de alimentare atat viteza cit si
it ]

curentul vor tinde treptat spre zero.

- La fel se prezintd lucrurile §i cu un circuit RLC serie la care intrarea este
scurcircuitata, energia inmagazinatd in condensator si in bobini este
disipata pe rezistents si sistemul ajunge in starea zero.

- Acelasi fenomen se petrece si cu un sistem aflat intr-o stare X, §i asupra
caruia actioneaza o perturbatic datorita cireia sistemul ajunge in starea x,.
La disparitia perturbatiei sistemul revine in starea initiala x,, bineinteles

daca este intern stabil.
Exemplu: Analiza stabilitatii circuitului RL serie.

Ecuatia care descrie circuitul este:
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.o di
u=Ri+L[—
dr
care se rescnie:
di R 1
—=——i+—u
dt L
Matricea caracteristica 2ste:
PR
L L]

5 B R " : . .
si are ca valoare proprie: A = ~F < 0 deci sistemul este intern stabil dacd R = 0.

Daca insd valoarea rezistentei este zero atunci sistemul devine instabil. Acest
lucru este evident dacd ne reamintim ca o bobina este practic un integrator. Astfel
daca la intrare tensiunea este constantd curentul creste linear putind ajunge la
valori foarte mari. teoretic la infinit. Nu acelasi lucru se petrece daca il
alimentam de la o sursid de iensiune sinusoidald de exemplu. Atunci valoarea
curentului este marginita.

Deci putem spune. pe baza acestui exemplu simplu, ca iesirea unui sistem
care nu este intern stabil poate fi marginitd sau nemarginitd. In practic ne
deranjeaza cel mai mult aceasta posibilitate ca o anumita méarime sa devina foarte
mare, pentru cd putem deteriora sistemul.

Un circuit RL serie poate fi privit ca un sistem cu reactie negativa conform

-

figuri 4.3:

Fig. 4.3. Reprezentarea sckematica a unui circuit RL serie in care tensiunea

de pe rezistentd este o reaciie negativd.

Observam ca rezistenta introduce o reactie negativa. Deci tensiune de pe bobina
scade pe masura ce creste curentul din circuit. Daca tensiunea de alimentare este
constanta valoarea stabilizata se obtine cand tensiune de pe bobina este zero.

Nu intotdeauna o reactie negativa implica obtinerea stabilitatii. De exemplu

pentru circuitul RLC serie matricea caracteristica este:
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2 2
L L
A= » $i valorile proprii sunt solutiile ecuatiei: A’ +—1i/l P 0.
1 L IcC
E 0
!

Din figura 4.4 ne dam seama ci chiar daci vom considera cazul in care rezistenta
R este zero, si atunci sistemul devine instabil, mai rimane o reactie negativa.

1L L j 1/C .

Fig. 4.4. Reprezentarea schematica a unui circuit RLC serie. Daca R=0
conexiunea punctatd dispare.

Putem sa spunem insa ci daci sistemul are reactie negativa dupa toate stirile

" atunci este intern stabil.

4.2 Stabilitatea externs — definire, interpretare

4.2.1 Definirea stabilitatii externe

Definitie:  Un sistem (4,B,C.D) este strict stabil in sensul intrare
marginitd/iesire mérginité (BIBO) dacai:

[h()ar <, ter
0

(4.3)

&

dh()<w, tez

[

Teoremi:
a) Un sistem neted (4,B,C,D) este strict stabil (BIBO) daca si numai

daca toti polii lui H(s) au partea reald strict negativd.
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b) Un sistem discret (4,,8,,C,,D,) este strict stabil (BIBO) daci i

numai daci toti polii lui H(z) au modulul subunitar.

Nu vom prezenta nici in acest caz o demonstratie riguroasd. Ideea ei este ins3
aptul ca dacd avem un pol a al unei functii de transfer atunci iegirea pe care o

determina acesta este:

=¢", pentru sisteme continue

0= 2L

Xe (1)= 2'"{ . } =a', pentru sisteme discrete
3 z-a)

Aceastd iegire este marginitd doar daca este indeplinita conditia din enuntul
teoremei. Putem si generalizim acest rationament pentru toti polii functiei de

transfer.

Observatii:

1. Stabilitatea in sensul intrare marginitd/iesire marginitad se mai numeste si
stabilitate externd deoarece mérimile care intervin sunt doar cele ce se ‘vad’
din exterior, méarimile de stare nu apar in relatii.

Teorema de mai sus este criteriul practic de testare a stabilitatii externe.
Observam similitudinea cu stabilitatea interna in ceea ce priveste domeniile
de stabilitate (atat pentru sisteme continue cét §i pentru sisteme discrete). De
fapt acestea sunt identice cu cele din figurile 4.1 si respectiv 4.2. Deosebirea

(]

este cd acum nu mai vorbim de multimea valorilor proprii ci de multimea
polilor (valorile in care se anuleaza numitorul functiei de transfer).

2. $i in acest caz remarcdm ca prezenta unor poli pe frontiera domeniului de
stabilitate determina instabilitatea externa a sistemului. La fel putem vorbi de
o stabilitate externa simpld, in care se admit si poli de ordin de multiplicitate
unu pe frontierd. dar care nu prezintd un interes practic. Astfel in continuare
prin termenul de ‘stabilitate externa’ vom intelege strict stabilitatea in sens

intrare marginitd iegire marginita (BIBO).

o
N

Boripet
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4.2.2 Interpretarea stabilitétii externe

Teoremd: Un sistem (A4,B,C,D) este strict stabil extern dacd si numai daca
pentru:

0 1<0
(v) ul)= !

l!u(l): <N 120

componenta fortata a iesirii este marginita, adica:
(3)rer aib302<A1pmmuhﬂteR

Demonstratie:
]y/ (’):i:fl’r(f)‘(" r)dri!< ".h (z') t—r)d < \’ﬁh r)dr <SN-K

Deci daca sistemului ii aplicam o intrare marginita atunci iesirea sa fortatd este
marginitd. Despre cea libera nu se poate spune nimic.

Corolar: Daca un sistem este intern asimptotic stabil atunci este si strict stabil
extern. Reciproca este valabila*numai dac3 prin eventuala simplificare
~ a functiei de transfer nu se pierd poli instabili:

intern asimptotic stabil = strict stabil extern (BIBO)

Exemplu: Fie un sistem descris de matricele:

Verificam stabilitatea interna:

ddﬂ-f-r+l 0
i 1T =1

deoarece nu are toate valorile proprii in semiplanul sting nu este intern
asimptotic stabil. Sa vedem ce putem spune despre stablhtatea externd. Pentru
aceasta avem nevoie de functia de transfer:
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s-1 0
1 s+l (—2]_
s:—l 1

H(s)=C(s1-4)"B=(1 0)

o o) ey

-_— =

s -1 s* -1 s+1

Constatam ci sistemul este strict stabil extern pentru cd are polul -1 (care este in

semiplanul stang).

Conclucii:
2) Daca avem indeplinitd conditia:

¢~  pentrucontinuu
U,(0) pentru discret

o)< {

atunci sistemul este intern asimptotic stabil (sau mai scurt intern stabil). In acest
caz putem spune ca:

- Orice regim liber se stinge spre Z€r0;

- Pentru orice intrare marginita sistemul are toate stirile si iesirile marginite..

- Sistemul este si strict stabil extern (mai scurt extern stabil).

b) Daca (4,B,C) esie intern stabil atunci si sistemul discret echivalent
(4,.B,,C,) este intern stabil, dacd h=0.
Acest rezultat poate fi mai ugor de inteles dacd tinem cont de faptul ca

ulr—7)=u,(t-1) sica imaginile lor prin tansformatele Laplace respectiv Z

sunt:

Llul-)= e "uls)

Flu,e-1)= ="ulz)

deci operatorul de intarziere are imaginile e respectiv z7'. Putem asadar sd

definim o transformare omografica 7 =e sauw
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si acum putem deduce foarte usor ci dacd Re{s}<0 atunci §i |z|<1, adica

proprietatea de stabilitate se pistreaza prin discretizare.
Reamintim aici modul de calcul direct al functiei de transfer pentru sistemul
discret echivalent:

t

H
HA:):(:—])ZRez{ ) _1 =, sk}
s z-¢€
Polii sistemului discret sunt de forma z, =e¢*" unde s, sunt polii sistemului

continuu.

¢) Daca (4, B.C) este strict stabil extern (BIBO) atunci:

- Daca prin calculul lui H(s) nu s-au simplificat poli cu partea reald pozitiva

atunci sistemul este §i intern stabil;

- Daca insa s-au ficut astfel de simplificari sistemul nu mai este intern stabil.
Oricum ar fi putem spune ci iesirea fortata y, () este marginita, daci intrarea
aplicatd este §i ea marginitd. Nu se stie insd nimic despre raspunsul global al
sistemului pentru ci iesirea libera y,(r) poate fi fie marginita fie nemarginita

in functie de sistemul considerat. .

d) Stabilitatea interna depinde exclusiv de matricea A4 iar cea externd depinde de
toate matricele sistemului A4, B, C.

Testarea stabilitatii sistemelor poate fi facuta in doud moduri §i anume:

e Prin calculul multimii valorilor proprii sau a polilor si compararea cu
domeniul de stabilitate. Aceasta metoda a fost prezentata pana in prezent.

o Criteriul Hurwitz pentru sisteme netede:

Un polinom:

k)= 3% an-1
HA)=Z+a, A7+ +ad +a,

are toate radacinile cu partea reald negativa dacd §i numai dacd toti minorii
principali ai matricei:
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el

sunt strict pozitivi.

Acest test poate fi facut analitic fird a cunoaste neapdrat valorile numerice
ale coeficientilor ci doar unele conditii ale lor. Este cazul sistemelor adaptive
unde vom gasi astfel un domeniu de variatie a unor parametrii nu neaparat o
valoare fixa.

Pentru sisteme discrete criteriul se aplici dupa ca se face mai intdi o

transformare omografica:

care leagi discul unitate centrat in origine U, (0)de semiplanul stang C~.
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5 RASPUNSUL SISTEMELOR LA INTRARI STANDARD

Vom analiza in continuare rispunsul sistemelor lineare la anumite tipuri de
intrdri numite intrdri standard. Acestea fie au relevantd practica fie sunt utile
pentru intelegerea functiondrii unor sisteme si pot fi:

- treapta,
- rampa;

- sinusoidala.
5.1 Rdaspunsul sistemelor la intrare treapta

In acest caz avem ca u(s)= = si deci:

G |-

Yy (S)= H(s)-uls)= H(_g).ji.

= (x):y-'{ H(s)-%} - H(O)+ZRez{E;(—s)e”,s,‘} < sl

Réspunsul sistemului are 0 componenta permanenta y, (r) de forma intrarii si una

tranzitorie v,(r). Daca sistemul este extern stabil atunci:
lim, (1) =0.
1=

La fel pentru orice tip de intrare §i pentru orice sistem stabil extern raspunsul are
doud componente:

- permanentd, de forma intrérii;

- temporard, care se anuleaza in timp;
Deci raspunsul ia forma intrarii dupa un anumit regim tranzitoriu.

Exemplu:
Fie un sistem de scris de functia de transfer:

a .

1+sT

H(s)=
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numit i element de intarziere de ordin unu.

Raspunsul sistemelor la intrar standard

2
@’ 1 2 st
.V‘f(I):-?_l —5‘“.—7— =ZRCZ , 2 £
s +2Zw,s+w, S

; . s 5= 1 .
Vom considera intrare treapta adica u(s)= —~. componenta fortatd va fi
R

y,ls)=——

2 st T
$ =\-(l+sT) =1+ZRC: Ln i 18—,3“;=
o s+io, tjo,y1-¢° 5 | !
siin timp: I (-m‘m \.;;5),
1 { 3 =1+ _n
_\'A,»(r)=a—ae T =ai 1—e>7'j
v

€
. = —
—¢o, +jo,\1-{ +lo, +J'(U,.‘/1—§‘ (—{w" +jo,1-¢ )

Componenta permanentd este y, =a §i cea tranzitorie y,

-ge © aga dupa cum
se poate vedea si din figura 5.1.

=

[y i Ty
2 “r@, = je, 1=
- @, eL !
S R i i Y
‘o, —jo,\1-{" +co, _an\/l_g {—é[:)n—j(:)n\:l—g J
A hyd
a X L@t Jayi=5t —senr -t F
e £ AR Y
=]+ / _ € + € € _
bY2 TN P P 2 . { 2 2
N 2N1=¢ ( c+Jjy1-¢ ) -2jy1-¢ (—_(—,;\.-:1—5 )
0 t ‘ .
Vi
- r : —_
-a . e";U.' elw.’\ 1-5° - jwry L H
=i / +
Fig. 5.1. Raspunsul unui element de intdrziere de ordin unu la intrare Vi-¢
treaptd cu evidentierea componentelor permanenid si tranzitorie.

2 / T 2 .
4 ZJ?\-§+J\»‘1—§J 2j

L

Exemplu: Sa studiem raspunsul unui element de intdrzierc de ordinul doi la

Pentru simplificare vom nota: -¢+j1-¢° = cos@+ jsind. Raspunsul
intrare de tip treapta unitara. Functia de transfer a sistemului este: sistemului devine:

- i1t O =
IoN e st '-ejé’”\", '6-19 e-_m,l\fl—{ 8 ~Zot
H(s)= yt)=1- - T =1 inl, :
Y 2 7 : : =1- sinlw, 14/1-¢? +
S 20 s+ 0] \/1_521- 2 ~2j ¥;]_:: VI-¢* +a
in care { este factorul de amortizare iar @, se numeste pulsatia naturald z e
. vi—¢

. L . . : o unde: « = aretg—>—

sistemului. Vom considera doar cazul in care @, >0 si 0<{<1. Pol g
sistemului sunt solutiile numitorului si depind de valorile lui £ §i @, : Ne propunem acum s determindm maximul raspunsului sistemului. Determinim

radécinile derivatei:
A=40] - 40! =20, -1

dy. e ot

dr ;/-—?[{w" sino, -2 N coslo,i= ¢ W)]

Se vede cd dacid f]>1 radacinile sunt reale iar dacd |¢|<1 sunt complex

conjugate. In continuare analizim aceasta ultima situatie.
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n —sant o 2
/Te ;m(o,,t\,l ¢ }

d.“y' @ Jart
d

N

solutiile se obtin pentru:

f = —
w,y1-2°
Primul maxim, pentru 7; (k=1) este
e_“' —— :
YV =1= ,_—(~ /1— ) l+e

g=g ¥

1.4 T
A
L [

12 / O'\ ]8
1;--0-1&---\ ------ e ) SRS
| / N f

o8 | : ]

04 i _5 ‘
lf :

02' ' H
‘V/ it it
o< i, it
G 500 100 150 200

Fig. 5.2. Raspunsul unui element de initdrziere de ordin doi la intrare

rreapid unitara.

Daca punem conditia ca raspunsul sistemului sa se incadreze intr-o anumita
gama de valori in jurul semnalului de intrare. considerand deci o anumita eroare,
se obiine o valoare de timp numit timp de incadrare (). Alegand de exemplu o

eroare de 2% se obtine:

4

o,

v (e)-1=ly,() <002 = 2 72_ =1 =
2

"
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5.2 Raspunsul sistemelor la intrare rampa unitara

Transformata Laplace a unui semnal rampa unitara este uls)= 2 Consideran

S

tot un element de intérzi i i
Intdrziere de ordin unu. Componenta fortata a rispunsului es;e:

L

/(S)—

1+Ts

sau aplicand transformata Laplace inversa:

1

a
o -1 T )
¥l)=F {14»57' } ZRez{ 2,s‘} ZRez A ez;sk =

s+—5

e’ +i( alT ,)’ cale T+ @D (a/T)e”
0

a

2 £ _ =

T@/T) ds\s+1/T s+UT | (s+1/T)| -
5=0

14
=ale ” +ta—-aT;

si in final putem scrie:

i

yf(r)=a(t—T)+aTe7 =y, +Y;

Componenta permanenti este tot o rampa dar de alta panta decit cea de la intrare
siin plus este si intarziata, asa dupd cum se vede in figura 5.3.

Fig. 5.3. Rdspunsul unui element de intérziere de ordin unu la intrare

rampd cu evidentierea componentelor permanentd si tranzitorie.
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6 CONEXIUNEA SISTEMELOR

in schemele de reglare automata apar mai multe sisteme conectate intre ele
in diverse moduri. Apare ca fireasca necesitatea simplificarii schemei utilizind
conexiuni elementare standard. Acestea sunt:
- serie;
- paralel;
- reactie care poate fi: negativa sau pozitiva;
Problema care se pune in fiecare caz in parte este gisirea unui sistem
echivalent conexiunii formate din doui sisteme. Vom analiza in continuare, pe

rand. fiecare conexiune in parte.

6.1 Conexiunea serie

in acest caz iesirea primului sistem este conectatd la intrarca celui de-al

doilea asa cum se poate vedea in figura 6.1.

i
uj : i yioo w2 . 1 y2
—>  Sist. ] Sist. 2 [
i i
H s
3 !
grs b [,
= Sist. echiv. =
) >
; serie i
H t
i

Fig. 6.1. Conexiunea serie a doud sisteme §i sistemul echivalent rezultant

Caracteristicile conexiunii serie sunt, conform figurii de mai sus, urmétoarele:

u, =y,
u=u, (6.1)
Y=,

Considerand ca sistemele 1 si 2 sunt descrise in spatiul starilor de matricele

(4,.B,.C,.D,)si respectiv (4..B,,C,,D,)vom putea scrie:

(%, =A,x,+B,u, {.i‘, =A,x,+B,u, (62)

y,=Cx; +Du, Y, =Cx;+Dyu,
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sau tinand cont de relatiile (6.1) sistemul doi de ecuatii de mai sus devine:

x,=4,x,+B,C,x, +B,D,u,
y=C,x,+D,C,x,+D,Du

!

Sistemul echivalent conexiunii in serie va avea ca marimi de stare reuniunea
marimilor de stare ale celor doud sisteme initiale astfel incdt putem spune ca:

X
1 ; < -
x =[ } si vom scrie sub forma generala:

[ilJ [ 4, 0 x, B, 1
= + n
Xz [B2Cl A4, | x, B_.D,_'

y= [D.'Cl C, ][il

(6.3)

2

}+D_,D,u

Relatiile (6.3) descriu in spatiul starilor sistemul echivalent rezultant. Putem
calcula degi foarte usor matricele sale pornind de la cele ale sistemelor initiale:

A= AI ‘ « B= Bl
B.C, 4, B,D,

(6.4)
C=[D.'Cr Cz] D=D.D,
Daca D; si D, sunt nule atunci matricele sistemului echivalent devin:
e A, 0 B="&
B.C, 4,] - 0
(6.5)

c=p c,] D=0

Proprietati ale conexiunii serie:

e Spectrul sistemului echivalent este reuniunea spectrelor initiale:
o(4d)=0(4,)vo(4,)

O consecintd directd a acestei proprietiti este ca daca sistemele componente sunt
intern asimptotic stabile atunci si sistemul serie rezultant este. Similar daci
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sistemul rezultant este asimptotic stabil atunci putem afirma ca cele doud sisteme
componente sunt asimptotic stabile.
e Daci utilizam reprezentarea cu functii de transfer se poate arata foarte usor ca

H(A)=H,(4)-Hy(2) (6.6)

unde H, si H. sunt functiile de transfer pentru sistemele initiale iar H este functia

de transfer rezultanta.
in acest caz exista posibilitatea ca sistemul rezultant sa fie extern stabil si

totusi sistemele componente sa fie instabile. Acest lucru se poate deduce usor

analizdnd exemplul urmator.
Exemplu: Consideram doui sisteme descrise de:
1 s
H/(s)=—= H.(s)=—o
s-1

Sistemul echivalent serie este descris de functia:

H(s)= il si este stabil extern. Observam insa ca primul sistem nu este stabil
Tos+l

ceea ce demonstreaza cele afirmate mai sus.

6.2 Conexiunea paralel

in cazul acestei conexiuni, prezentatd in figura 6.2, cele doud sisteme au

aceeasi intrare iar iesirile lor sunt adunate intre ele.

i
! '
LW ¥ i
i Sist 1 /== |
A 1
i

u=ujTa Sist. echiv. Y=y

3 parakel i

Fig. 6.2. Conexiunea in paralel a doua sisteme lineare

Ecuatiile caracteristice conexiunii paralel sunt:
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u,=u,=u

y=yr;+5

Urméand aceleasi etape ca la conexiunea serie gisim matricele sistemului

¢
‘_'A, ] = B,
4 -[0 A, = BJ 6.7)

C=[C, Cz]

echivalent:

D=D,+D,

Daci D; si D, sunt nule atunci §i matricea D a sistemului echivalent va fi nula.
Proprietati ale conexiunii paralel:

e Spectrul sistemului echivalent este reuniunea spectrelor initiale:
o(A)=a(4,)Uo(4,)

Deci daca sistemele componente sunt intern stabile atunci §i sistemul rezultant

" este stabil. Similar daca sistemul rezultant este asimptotic stabil atunci putem

afirma c cele doua sisteme componente sunt asimptotic stabile.

e Utilizdnd reprezentarea cu functii de transfer obtinem ca:
H(A)=H,(A)+ Hy(4) (6.8)

unde H; si H, sunt functiile de transfer pentru sistemele initiale iar / este functia
de transfer rezultanta.

Si aici existd posibilitatea ca sistemul rezultant sd fie extern stabil i
sistemele componente si fie instabile aga cum se poate vedea analizdnd exemplul
urmator.

Exemplu: Consideram doua sisteme descrise de:

H,(s)=_l~ HI(S)ZL__I-z;z__
s-1 s+1 s-1 (s+D)(s-1)

Sistemul echivalent paralel este descris de functia H($)=—li‘ si este stabil
s+

extern desi primul sistem nu este.
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6.3 Conexiunea in reactie

In cazul acestei conexiuni (vezi figura 6.3) iesirea primului sistem este
aplicatd la intrarea celui de-al doilea §i iegirea sistemului doi este adusd la
intrarea sistemului unu, justificind astfel denumirea de ‘conexiune in reactie’.
Daca semnul este “+’ atunci se spune ¢ reactia e poZitivd iar daca este *-’ atunci

reacfia este negativd.

;
i ¥ iy
T Sist. 1 —p
i i
i i
: . 12 i
! Sist. 2 i
: i
: i
i i
e E
u Sist. echiv. Py
! reactie :

Fig. 6.3. Conexiunea in reactie a sistemelor lineare

Relatiile caracteristice conexiunii reactie sunt:

u,=uxy,
0=
y=Jx

Vom considera aici doar cazul in care matricele D; si D; sunt nule. astfel ca cele

doua sisteme vor fi descrise de ecuatiile:

X, =A,x,+Bu, x,=A,x,+B,u,

¥ =Cx ¥y, =Cix,

si folosind relatiile caracteristice conexiunii obtinem:

x,=A;x,+BuxB,C,x,
x,=4,x,+B,C,x,

y=Cx,

Putem acum si scriem matricele sistemului rezultant in cazul conexiunii in

reactie:
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A=[ A, iB,C,} 69)

!
Proprietati ale conexiunii in reactie:
e Utilizdnd reprezentarea 1/O obtinem functia de transfer echivalent:
HH
H(A)=—212_
(%) FHH, (6.10)

e Valorile proprii ale matricei sistemului echivalent sunt solutiile polinomului
de la numitorul functiei de transfer data de relatia (6.10), cu observatia ci nu
trebuie sa facem nici o simplificare. Considerand cele doud functii de transfer
ca un raport de polinoame:

WA o @)

H (A=
B 70 )

atunci polinomul caracteristic sistemului echivalent este:
24(A)= 2.4, (A1, (D) F v (A)v,(2)
si deci spectrul matricei caracteristice sunt zerourile acestuia:
() =Glz., (D2, (DF v (A (2)

Observam ca prin aceastd conexiune putem sd stabilizim sistemele intern
instabile deoarece putem sia modificim spectrul matricei echivalente. Acest
rezultat este foarte important §i in teoria sistemelor de reglare automati se

utilizeazd mult aceasti conexiune.

Teorema: Fiind dat un sistem (4;, B;, C}), cu H, (2):% ireductibild (in
A\

acest caz se spune ca sistemul este minimal) si un polinom arbitrar

(%) de grad 2n, atunci exista un sistem (4, B, C,), care conectat in
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reactie pozitivi (eventual negativa) cu primul va rezulta un sistem

echivalent cu polinomul caracteristic:
XD =x(4)

Cu alte cuvinte spectrul sistemului rezultant este identic cu radacinile unui
polinom dorit de noi (putem deci s impunem spectrul). Sistemul pus in reactie
depinde de tipul acesteia. pozitiva sau negativa, si are ordinul n adicd egal cu al
sistemului initial. Determinarea acestui sistem va fi prezentata in detaliu in

capitolul 9.
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In cadrul acestui capitol se vor prezenta citeva proprietti caracteristice
sistemelor precum §i modalitati de testare a lor. ¢

7.1 Controlabilitate

Definitie: Un sistem este controlabil daca pentru orice stare datd X, exista <
comanda wcare face ca x(r)= X, pornind din starea initiala X, =0.
b ¢ Ve e d ! 7 )
Cu alte cuvinte sistemul poate fi adus, printr-o comanda adecvatd, din starea
initiald nula intr-o stare oarecare doritd de noi. Acest lucru este foarte im};(;tant
de §gﬁ;z;1 ales pentru schemele de reglare automata unde se doreste obtinerea
unui anumit raspuns din partea unui sistem fizic dat. Sa vedem in continuare cum
se poate testa aceasta proprietate. Pentru aceasta mai trebuie sa definim termenii:

- Matrice de controlabilitate/ R : se obtine din matricele sistemului astfel:

R =[B AB .. A"'B] unde 7 este ordinul sistemului.

- Indicele de controlabilitate v: este definit ca rangul matricei de

controlabilitate:

v=rang[B AB .. A"'B]

Teoremd: Un sistem este controlabil dacid si numai daci indicele de

controlabilitate este egal cu ordinul sistemului:

v=n < ranglB AB .. A" 'B]=n (7.1)

 Demeonstratia acestei teoreme o vom prezenta doar pentru cazul discret. Evolutia

in timp a unui astfel de sistem este data de relatia:

x(k)=A'x,+> A7 Bu(r)=4"x, + A" Bu(0) +...+ ABu(k -2)+ Bu(k 1) =

-7 TR, P
1 -

k P
=A'x,+Ru AG ... 7

109



Teoria sistemelor de reglare automata

u(0)
in care: w) = iar Ry este matricea de controlabilitate la pasul k.
u(k-1)

Sistemul este controlabil daca pornind de la o stare initiald nula x, =0 existd o

comanda u care si duci sistemul in starea x(k).
(7.2)

In sistemul de mai sus cunoastem starea la care vrem sa ajungem si dorim si
aflam comanda u pe care trebuie sd o aplicdm sistemului pentru a ajunge aici.

Deoarece dimensiunea vectorului de stare x(%) este n si este format din elemente

linear independente, rezulta ca dimensiunea vectorului # de comanda trebuie s -

fie si ea cel putin egald cu . adica trebuie indeplinitd conditia k > n . Acest lucru

este echivalent cu a spune ci un sistem nu poate fi controlat printr-o comanda cu
un numdr de pasi mai mic decat ordinul siu. Sa vedem insa cat trebuie sa fie de ")

mare numarul de pasi din comanda aplicata sistemului. Pentru aceasta vom folosi

teorema Cayley-Hamilton [70]: “o matrice patratica 4, de ordin »n, satisface /

ccuatia  o(4)=0, unde o(2)=det(if-A)=2"+a, 2" +-+a, reprezinti
polinomul caracteristic al matricei 4” sau mai explicit: -
A" +a A" +ra =0 | (7.3)

Din relatia 7.3 deducem ¢d A" este o combinatie lineard a unor matrici de forma

n-1 n=2

A", 4™, .. 1. Similar 4™ =A4"A este si ea tot 0 combinatie lineari a
acelorasi matrici §i prin inductie matematica putem afirma ca orice putere a lui 4

mai mare sau egald cu n poate fi exprimata ca o combinatie lineard cu elemente
matricele 4™, 4", ..., 1.

Revenim acum la relatia 7.2. Daca alegem un numar de pasi £>n, in matricea de
controlabilitate se obtin coloane de forma A"B, 4B ... . Acestea nu sunt insa
linear independente deoarece pot fi exprimate in functie de primele coloane B,

n-l . - . . .
A4 B,...,A” B, Deci nu are sens si incercam controlarea unui sistem printr-o -
comanda cu un numir mai mare de pasi decét este ordinul siu. ~
Deducem ci singura posibilitate este ca numdrul de pasi in care vom incerca sd

controldm un sistem este k=n. In acest caz relatia 7.2 devine :
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x(n)=R,-u=R-u :u:R"x(n) (7.4)

dar pentru ca solutia 7.4 sa existe trebuie ca matricea de controlabilitate R si
admitd inversa adic e necesar ca rang(R)=n.

Pentru demonstratia in cazul continuu se poate consulta [28].

—

Observatii:
e Controlabilitatea este o proprietate ce depinde exclusiv de matricele 4 si B ale
sistemului, deci nu depinde de matricea C.

e Dacid B =1 atuncisistemul este controlabil indiferent de valoarea lui 4.

Teoremd: Un sistem este controlabil daci i numai daca:

rang[}_I"~A B]=n (V)2 e o(A) ‘V (7.4)

modalitate de a testa controlabilitatea [28].

Acesta este cunoscut sub numele de criteriul lui Hautus-Popov si reprezinta o altd

Exemplu: Fie un sistem descris de matricele:

] ] o

0 2 |

: i 3 30, ..
Matricea de controlabilitate este: R =[0 O]’ indicele de controlabilitate v =1

deci sistemul nu este controlabil deoarece ordinul sistemului este n=2. Acest
lucru este evident dacd observam ci la starea x, nu se poate ajunge cu nici o
comanda, nici direct (caci B(2,1)=0), nici indirect prin x; (cici 4(2,1)=0). Asadar

evolutia acestei stéri este data de ecuatia:

: 2t
x,=2x, sau x=e’ ' +c¢

Sa calculam si functia de transfer a sistemului:

K

H(Z)=C(sI - A)" =[
W=Cel=-A4) B= " o= -

I

—
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Teoremd: (De descompunere controlabila) Orice sistem (4,B,0) este echivalent

pe stare cu un sistem avand structura:
.4 47 - [BS -
I R - 1 R oE (A (7.5)
0 A 0

in care (s Bs Co este un sistem controlabil echivalent intrare/iesire

cu sistemul initial.
O demonstratie completa a aceste teoreme poie fi gasita in [28].

Observatii:

e Dimensiunea sistemului controlabil, deci a matricei 4, este egald cu indicele

de controlabilitate al sistemului (4,B,C,D..

7.2 Observabilitate

Definitie: Un sistem (A,B,C.D) este observzbil daca exista ¢ astfel incat starea
initiala x(0) sa poatd fi determinatd din cunoasterea intrarii u(r) si a

jesirii y(r) pentru tot intervalul @© o).
Similar controlabilitatii vom introduce urmatoarele notiuni:

_ Matrice de observabilitate este matricea:

(C‘
A
0=|

LCA"" )

- Indicele de observabilitate este egal cu rangul matricei de observabilitate:

v =rang{Q)

Teoremd: Un sistem (4,B,C,D), este obserzbil dacd si numai dacd indicele de

observabilitate este egal cu ordinul sistemului adica: rang(Q)=1n.

Acest rezultat reprezintd un criteriu practic. foarte simplu, de testarc 2

obsevabilitatii unui sistem.
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KTy e

Observatie: O definitie echivalentd a observabilitatii este urmitoarea:
Un sistem este observabil daci existd un moment de timp # astfel incat
starea initiald x(0) sd poati fi determinata cunoscand ieirea libera pe
care o provoacd pe intervalul (0 7).
Prezentdm in continuare o demonstratie a teoremei i \’
. ' t i de mai sus pentru cazul
sistemelor discrete. Considerdm un interval de timp (0 7) pentru care cunoastem

»(r) si eventual u(r) oricare 7 € (0 t). Ecuatiile caracteristice sistemului sunt:

{x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
»(k) = Cx(k)

si putem scrie succesiv:

»(0)=Cx,
¥(1) = Cx, = CAx, + Bu(0)

k-1
yk=1)=C4" "%, + Y. 4" " Bu(r)

=0
vom nota: '
c
O
| " A
! : =y = . X, +
l__}‘(k =) CA‘L’«I

Necunoscuta din aceasta ecuatie este starea initiald x, si poate fi gasita doar daci

rangul matricei de observabilitate este egal cu dimensiunea acestui vector adica
chiar cu dimensiunea » a sistemului.

Si aici dacad sistemul nu este observabil existd o descompunere intr-un
sistem observabil si unul neobservabil conform teoremei urmatoare:

Teoremd: (De descompunere observabila) Orice sistem (4,B,C) este echivalent
pe stare cu un sistem avand structura [28]:

.

j:{j: 0] B:[B"} ¢c=|c, 0]; (7.6)
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in care (A By, Cy) este un sistem observabil echivalent intrare/iesire cu
sistemul initial (4,B,C).

Si in acest caz dimensiunea sistemului observabil (4B, Cp) este datd de indicele
de observabilitate adica de rang(Q).
Se poate observa o similitudine intre cele doud proprietati, controlabilitate §i

observabilitate, care va fi mult mai clar definita de principiul dualitatii.

Teorema: (Principiul dualitatii [28])
e Perechea (4,B) este controlabila daci 5i numai daci (B”,4") este observabila.
e Sistemul (A4,B,C,D) este controlabil (observabil) daca si numai dacd

(A",B”,CT, D) este observabil (controlabil).
somo i pat, pootdial

JAROY

[ /
7.3 Descompunere structurala. Minimalitate

Am vizut ¢i un sistem reprezentat intrare/iesire are o multitudine de
realizdri posibile. Se pune problema gasirii uneia de dimensiune cdt mai mica

numita si realizare minimald.

Teoremd: O realizare a unei functii de tansfer este minimala (de dimensiune
minima) daca si numai daca este atat controlabila cét i observabila.

Exemplu: Fie un sistem continuu descris de functia de transfer:
H(s)= —
s=1

Prezentam in continuare cateva realizdri posibile:
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Toate aceste realiziri au aceiasi functie de transfer dar doar prima este minimala
pentru cd este §i controlabild si observabila (realizarea a doua nu este controlabila
iar a treia nu este observabild). Se pune astfel problema gasirii unei realiziri

minimale.

: !
Teorema: (De descompunere structurald) Pentru orice sistem (A4,B,C) existd un

sistem echivalent pe stare cu el de forma [28]:

Acu Ax A_r Ax Bru‘[
2 A, 0 A . |B,| .
A= 4"‘“ A.v B= 0 C= [0 Cto 0 Cua] (77)
0 A, Lo |

in care putem sd identificam:
- un sistem controlabil dar neobservabil (4,,,,B,,,,0);
- un sistem controlabil si observabil (4,,,B.,,C.,);
- un sistem necontrolabil §i neobservabil (4, ,0 ,0);

- un sistem necontrolabil dar observabil (4,,,,6,C,,, );
7.4 Lege de comanda dupa stare’
Definitie: Se numeste lege de comanda dupa stare o dependenta de tipul:
u=F-x (7.8)

in care FeR"™" este numitd matrice de reactie dupd stare, u este

comanda (intrarea) aplicat sistemului iar x este vectorul de stare.

Observatie: O dependenta de tipul w=F-x+G-v, in care v este perturbatia ce
actioneazd asupra sistemului, se numeste lege de comanda dupa stare
si perturbatie. in general insd perturbatia nu este cunoscuta si o astfel

de lege nu prezinta interes practic.

Pentru inceput vom considera ca asupra sistemului se aplica doar comanda data
de relatia (7.8). O astfel de structura este prezentata in figura 7.1. ¢
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Fig. 7.1. Lege de comandd dupa stare

Vom scrie succesiv relatiile:

(ot e

ix'= Ax+ Bu fx': (A+BF)x
¥=Cx b - Cx

\u=Fx

Observam deci ¢a sistemul din figura 7.1. cu lege de comanda dupi stare, este
echivalent cu un sistem care are matricele (A+BF, B, C). Evolutia strii libere a

sistemului este:
x(1) =@, g ()X,

[ (4-BFx
e teR

in care: D, (D)= ,
T {4+ BF) tez

Observatie: O schimbare de coordonate de forma & =Tx implica si modificarea

matricei de reactie astfel:
u=Fx=FT'% = F=FT"

Teorema: Daca perechea (4, B) este controlabila atunci si perechea (4+BF, B)

mrn

este controlabild pentru orice F=R .

Demonstratia acestei teoreme se face aplicand criteriul Hautus-Popov:

[i1-A4-BF B)=[i-4 B]EL_IF Zl

deci dacd perechea (A, B) este controlabila atunci si perechea (4+BF, B) este.
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7.5 Alocabilitate

Definitie: O pereche (A, B) se numeste alocabili daci pentru orice multime
simetricd A de numere complexe existd o matrice de reactie dupa stare

FeR™ astfel incat : ¢
o(4+BF)= A

Sau altfel spus: un sistem este alocabil daca existd o lege de comanda dupa stare
astfel incdt multimea valorilor proprii pentru sistemul echivalent obtinut si fie
identica cu o multime data, dorita de noi.

Se spune ci o multime e simetrici daca pentru orice numar complex al sau
multimea contine §i valoarea conjugat a acestuia. Acest lucru e necesar daca
avem in vedere ca valorile proprii se obtin ca solutiile polinomului caracteristic al
sistemului si deci ele formeaza mereu o multime simetrici de valori.

Teorema: Un sistem este alocabil daca si numai daci este controlabil.

~Vom prezenta, pentru sistemele cu o intrare, deci m=1§i B=b, demonstratia

acestei teoreme din care va rezulta si un.algoritm de determinare a matricei de
reactie dupa stare F (care in acest caz va fi de fapt /7 ). Folosind valorile multimii

A construim polinomul:
a A =LlG-2)=7 +a, A" +. +ai+a, (7.9)

Deoarece perechea (A4, B) este controlabild atunci matrice R este nesingulara si

deci existd g e R" astfel incat:

g R=e =[0 - 0 1]

sau:

g'b Ab - A"'B)=[0 .. 0 1]

deci pentru (V) ie[0 »n-2] putem afirma ca g A'b=0 iar g A" b=1 si vom
scrie succesiv: ’

¢ =4
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g (4+bfT)=q" A
qr(:l‘bfr)l :qrA:

-]

qr(_-iébfr)"-’ =qr.4
qT(:{_bfT)n =qT.4l -fT
inmulgind relatiile de mai sus cu coeficientii «; dati de relatia (7.9) si apoi

adunandu-le obtinem:

a4+ B = W) T feR

Aplicand teorema Cayley-Hamilton, relatia 7.3. pentru 4, = A - Bf " rezulta ci
Z(A + Bfr)z 0 deci:

T

fM==q"4(4) (7.10)

Acest algoritm de determinare a matricei de reactie dupa stare este cunoscut

sub numele de algoritmul Ackermann si are foarte multe aplicatii in sistemele de

% = % T - & \ -
reglare automata. Se poate ardta ca f calculata cu relatia (7.10) este unica.

Pentru cazul in care avem mai multe intrdri, deci m>] vom face in
continuare cdteva consideratii. Fie F, e R™" si ge R arbitrar alese. Se arata in

continuare ci deoarece (4, B) este controlabild atunci si ({+BF, Bg) este

controlabila. Similar cazului anterior se poate demonstra ca exista f7 astfel incét:
T
c(Ag, +bf ) =1
r 7 T n
G(Ay, +bf )=c{A+BF,+Bgf )= O'(A+ B(Fﬁ ~gf |

si deci matricea de reactic cautatd este:

F=F,~gf
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7.6 Stabilizabilitate

Definitie: O pereche (4, B) este stabilizabild daca existi o matrice F e R™"

astfel incat:

C teR !

A
= ’)C{U,(o) teZ

in functie de tipul sistemului continuu sau discret.

Spunem c@ un sistem este stabilizabil daca putem gasi o lege de comanda dupa
stare care si aducd valorile proprii ale sistemului echivalent in domeniul de
stabilitate. Dacd sistemul este controlabil atunci este si alocabil si deci, alegand
convenabil multimea A, este §i stabilizabil. Daca sistemul nu este controlabil

atunci se enuntd teorema:

Teoremd: Un sistem (A, B, C) este stabilizabil daca si numai daca

otd,Jc C teR
v,0 tez

unde A, este partea necontrolabila din teorema de descompunere controlabila.

Acest lucru este echivalent cu a spune ca:

o(A)nC  teR

rang{2I - A B]=n pentruoricare 1e .
o(A)nU,0) tez

7.7 Detectabilitate

Definitie: Perechea (A4, C) este detectabila daci si numai daci perechea (47, ct )
este stabilizabila.

adica exista L' astfel incat o-(Ar+CTLT)=a(A+LC)c{ c dupd cum

U;(0)

sistemul este continuu sau discret.
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Observatii:

e Ne propunem ca pornind de la un sistem (4, B, C) dat sa obtinem un altul cu
valorile proprii impuse de noi (sau putem impune polii sistemului). Acest
lucru este dorit din doud motive:

- Stabilizarea sistemului initial daca era cumva instabil;
- Obtinerea unor performante dinamice mai bune decit cele ale initiale:

e Scopul de mai sus poate fi atins prin doud metode:

- Utilizarea unei conexiuni in reactie, de obicei negativa, asa cum a fost
prezentat si in capitolul 7. De remarcat aici cd putem gasi un sistem de
reactie doar daca sistemul initial este minimal (atunci el este si observabil

si controlabil);
- Prin lege de comandi dupa stare. In acest caz sistemul trebuie si fie

controlabil;

e Impunerea valorilor proprii (sau a polilor) este echivalentd cu impunerea unui
polinom z(2)dorit de noi deoarece: y(2) = I -2):

e Daca sistemul nu este controlabil vom putea s3-1 stabilizam totusi doar daca
partea necontrolabild a sa este stabilda (stabilizind deci doar partea
controlabild printr-o procedura de alocare); ‘

e Daca partea necontrolabild este instabild asupra acestui sistem nu putem
actiona in sensul stabilizarii lui decat dacd 1i méarim numarul de intrari astfel

ca el sd poat fi controlabil.

Exemplu: Vom prezenta in continuare un exemplu de determinarea a unei
matrice de reactie dupa stare utilizdnd algoritmul Ackermann.

Considerdm un sistem descris de matricele:
( 01 0 0
=0 0 1 b=|0 =1 0]
|.2 I =2} [_lj
si dorim ca valorile proprii ale sistemului echivalent sa fie:
A={1 -1 -1}

1. Pentru inceput testim controlabilitatea sistemului. Matricea de controlabilitate

este:
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0 0 1 ]
R [B AB A B]: 01 -2
1 -2 5

si deoarece det(R)=-1 rezulta ci rang(R)=3. Deci sistemul este controlpbil

(ordinul sistemului este n=3). In consecintd sistemul este §i alocabil. Acest
rezultat ne asigura de existenta unei matrice de reactie dupa stare.
2. Determindm acum polinomul dorit utilizand elementele multimii A :

ZA)=(A+ A+ A +1)= £ 4322 43241

3. Rezolvim ecuafia matriceala ¢"R=[0 0 1] sau dupid o operatie de
]

o]
transpunere: R’ q= !0 Cu necunoscuta: g =|q,
L1 ‘13J
0 0 1 g 0 1
0 1 -20g,|=|0|=g=0[sauqg =[I 0 0]
1 -2 5 g, 1 0

.

4. Calculdm expresia matricei de reactie dupi stare:

ff=_qTZ(A)=_qT(A3+3A~’+3A+IJ)=_[3 4 1]=[-3 -4 -]
deci rezultatul ciutat este:

T

fT=l3 -4 -1

5. Putem sa verificim acum calculele ficute:

1 0] A -1 0

. ,
Ap=A+bf =0 0 1 |=detlil,-4,)=)0 2 -1|=2+37+3241

~1 —% =3 1 3 2+3

deci o4 5 )=
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8 ESTIMAREA STARII SISTEMELOR

Am vazut c¢d o lege de reglare dupa stare implicd cunoasterea tuturor
marimilor de stare. In multe situatii practice insi nu le putem misura pe toate sau
putem masura doar o parte din ele. Alteori o astfel de operatie ar fi foarte
scumpa. mai ales dacd sistemul are multe stiri. In consecinta nu putem sa
construim o lege de reglare dupd starea reala a sistemului. Rezolvarea problemei
se face estimdnd fie toate starile, cazul estimatoarelor complete. fie o parte din
ele cazul estimatoarelor de ordin redus.

Un estimator de stare va fi un sistem care va folosi ca intrdri iesirea si

intrarea din sistemul initial asa cum se poate remarca in figura 8.1.

= (4,B,0) Lech

L :

(AeBoC) ——

Fig. 8.1. Estimarea starii sistemelor folosind mdarimile de intrare i de iegire

Definitie: Se numeste estimator de stare al sistemului (4, B, C) un sistem
(A, B, C,) a carui iesire, notatd cu % satisface relatia:

lim(x(r)- %(r))=0 (8.1)

1=x

Acest lucru este aratat sugestiv in figura 8.2. Desigur ¢ dorim ca relatia de mai

sus sa fie indeplinita dupa un timp cat mai scurt.

Fig. 8.2. Estimarea starii sistemelor folosind un estimator lent
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De asemenea o altd cerintd impusd estimatoarelor este ca starea estimatd si
urmdreasca tot timpul, foarte aproape, starea reala a sistemului asa dupa cum se

poate remarca in figura 8.3.

-

PRYR Toeratd

Fig. 8.3. Estimarea starii sistemelor folosind un estimator performant
Conditia matematica, pentru un estimator, poate fi rescrisa:
|x(t)- %) <e pentru (V)1>7

In caz multidimensional se va defini cite o eroare pentru fiecare componenta sau
in locul modulului se poate folosi norma vectorului.

Despre estimatorul din figura 8.1 se spune ci este in bucla inchisa. O alta
posibilitate, mult mai simpla. de constructie a unui estimator de stare este
prezentatd in figura 8.4 in care nu se maisfoloseste marimea de iesire. Acesta se

mai numeste si estimator in bucla deschisa.

Z (4,B,C)

¥
i
I

(AeBe,Ce)

Fig. 8.4. Estimarea in bucla deschisd a marimilor de stare
Ecuatiile pe care le putem scrie, pentru estimatorul in bucld deschisa, sunt:

x'=Ax+ Bu . x'=Ax+ Bu
y=Cx y=x

Eroarea de estimare este (1) = x(t)- () si folosind relatiile de mai sus obtinem:

> ‘

e(t)=A4elt) = &()=e"¢, (8.2)
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Analizind ecuatia 8.2 constatim ca pot apdrea doud situatii:
1. Sistemmul (4, B, C) este instabil si atunci, daca §i ¢, #0 (situatia cea mai
generald) eroarea de estimare va tinde citre infinit.
2. Daca sistemul este stabil atunci eroarea de estimare se va micsora in timp
astfel incat putem spune ca:
ERal=
[n practica primul caz nu este acceptabil iar in a doua situatie raspunsul
estimatorului poate sa fie prea lent. Deci daca folosim doar un estimator in bucla
deschisa nu putem rezolva in mod convenabil problema estimarii starilor.
Solutia este de a utiliza un estimator in bucld inchisa, deci cu reactie dupa
marimea de iesire din sistem, situatie prezentata dealtfel si in figura 8.1. In acest

caz ecuatia estimatorului se schimba:

{.G':A.Q‘+Bu+L(C{‘—y) (8.3)

j=

L este matricea de cgstig a estimatorului §i va fi determinatd pe baza unui
algoritm de impunere a polilor estimatorului, asemandtor abordarii facute la
determinarea legii de comandd dupd stare. De exemplu, se poate recurge la
algoritmul Ackermann stiindu-se multimea valorilor proprii (din dinamica dorita
pentru estimator si din conditia ca acesta sa fie stabil).

Vom aduce relatiile 8.3 la scrierea standard a sistemelor:

ul

¥=(4+LC)e+[B - L] N (8.4)

j=i

din care putem identifica matricele caracteristice estimatorului in bucla inchisa:

A =A+LC
=[B -1] (8.3)
C,=1I,

Ideea este de a construi un sistem care sa se autocorecteze in functie de eroarea
dintre marimea de icsire reald (aceasta fiind accesibila) §i marimea de iesire

estimatd. Schema structurala a estimatorului este prezentata in figura 8.5.

124

Estimarea stsr:ii sistemelor

-

Ly

>
—

i
i
i
i
i
i
i
i
i
I

Fig. 8.5. Schema structurald a unui estimator de stare in bucld inchisd

Deoarece o{4,)=0(4+LC)= o-(AT +CTLT) matricea L se determina prin
aigoritmul Ackermann de plasare a polilor aplicat de data aceasta perechii
f.4r,Cr) si pentru multimea A de valori proprii dorite. De remarcat ci din
zlgoritm va rezulta matricea L”.

Sa calculam eroarea de estimare in cazul estimatorului in bucla inchisa:

el)=x@)-x0)=

= Ae(t)+ Ly - LC& = Ae{t)+ LCx— LCE = (4 + LC)e(r)

i rezolvand ecuatia diferential obtinem:

s

g(t) - e(,«l.c)x“:9 _ e.4,,€o (8.6)

Relatia de mai sus arata cd daca alegem in mod corespunzator spectrul matricei
A, atunci dinamica estimatorului este controlati, impusa de noi si in nici un caz
nu va tinde spre infinit ca in cazul structurii in bucla deschisa.

Pentru ca sd existe matricea L e necesar ca perechea (AT,C ') sd fie controlabila.
Conform teoremei de dualitate acest lucru este indeplinit daci perechea (4,C)
este observabila. Deci pentru a putea avea o estimare corectd a stém sistemul

trebuie si fie observabil.
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9 COMPENSAREA SISTEMELOR

in realitate multe sisteme sunt instabile. Insd o conditie esentiala pentru
proiectarea sistemelor de reglare automatd. asa dupd cum se va vedea in
capitolele urmitoare, este ca acestea si fie stabile. De aceea apare necesitatea
stabilizarii sistemelor instabile. Operatia se numeste compensarea sistemelor si
poate fi ficutd in principal prin doud metode: prin reactie dupd stare §i prin

reactie dupd iesire.

9.1 Compensarea sistemelor prin lege de reactie dupa stare

In acest caz sistemul este reprezentat in spatiul starilor si implicit vom vorbi
de stabilitate internd. Stabilizarea implicd modificarea multimii valorilor proprii,
astfel incat aceasta sa fie inclusa in domeniul de stabilitate (semiplanul stdng sau
cercul unitate in functie de tipul sistemului continuu sau discret). Se spune ca
trebuie sa facem o realocare a valorilor proprii $i am vazut in capitolul 8 ca un
sistem este alocabil daca §i numai daci este controlabil.

Asadar pentru un sistem controlabil. oricare ar fi multimea A de valori
proprii dorite va exista o matrice F € R™" astfel incat spectrul matricei 4+BF s
fie 4 (o(4+ BF)=A), adica vom putea construi o lege de comanda dupi starea
sistemului. Prin alegerea corespunzitoare a multimii de valori proprii impuse se
poate nu numai stabiliza sistemul dar se poate obtine §i o alitd dinamica a sa.

Schema bloc a unei astfel de compensator este prezentata in figura 9.1.

(4,B,C)

Fig. 9.1. Compensarea sistemelor cu lege de comanda dupa stare

Deci peste comanda (intrarea) sistemului se suprapune si legea de comanda
dupa stare. Principalele dezavantaje al acestei scheme sunt:
e Sensibilitate mare la zgomote exterioare.;

e Necesitatea masurarii tuturor starilor sistemului;
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9.2 Compensarea prin reactie dupa iesire

Dac3 starile nu sunt toate accesibile, sau misurarea lor e scumpd, atunci se
poate construr un estimator de stare. evident daci sistemul este observabil. Apoi
se poate construi o lege de comanda dar dupa starea estimati asa cum reiese si
din figura 9.2. !

Fig. 9.2. Compensarea sistemelor utilizénd §i estimator de stare
Evident ca legea de comanda este acum u = F¢ §i ecuatia estimatorului:
i .

¥'=(4+LC)%+Bu-Ly

se va rescrie: X'=(4+LC+BF)i-Ly

de unde vom deduce ca matricele caracteristice compensatorului astfel construit
sunt:

A, =A+LC+BF
B =-L
C.=F

9.1)

Structura rezultanti obtinuta este prezentata in figura 9.3

(4,B,C)

(Ar’Bt’Cc)

.

Fig. 9.3. Compensarea sistemelor cu reacfie dupd iegire
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Ecuatiile caracteristice celor doud sisteme din schema sunt:

x. =(4+BF+LC)x - Ly
y.=Fx,

y,.. Vom grupa ecuatiile principale din

{x'=Ax+Bu
3
(y=C

dar asa dupi cum reiese din figurd u =

cele douad sisteme:

x' = Ax+ BFx,
x, =(4+BF+LC)x, - LCx

Matricea rezultanti a intregii structuri. considerand reuniunea stérilor, va fi:

A BF
LC A+BF-LC

Ak=i!
P —

Valorile proprii ale acestei matrici sunt radacinile polinomului:

1

o, -4 -BF _iI-A-BF -BF |_
M =4:= | ,-A-BF-LC| iJ-A-BF il-A-BF-LC|
_A-A-BF  -BF i 4 BFjr-4-LC|

L0 il - A- LC|

Se observd ca multimea valorilor proprii este reuniunea multimilor valorilor

proprii pentru lege de reglare dupa stare §i pentru estimator:
o(A,)=o(4,)Uol4,)= o4+ BF)Uo(4+LC)
Pentru a putea construi un astfel de compensator sistemul trebuie sa fie:
o Controlabil astfel incat sa putem gasi o lege de comanda dupa stare
caracterizata de matricea F:
e Observabil astfel incat sa putem determina un estimator de stare caracterizat

de matricea L;

Dar un sistem controlabil §i observabil este minimal. Asadar putem construi un

compensator cu reactie dupa iesire daca sistemul este minimal. Etapele pe care le

avem de parcurs in rezolvarea acestei probleme sunt:
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a) Se impune mulfimea A de dimensiune 27 formatd din doud submulfimi
(A,,4,) fiecare de dimensiune »;

b) Se determind F astfel incat o(A4 + BF)= 4, prin algoritmul Ackermann;
¢) Se determind L astfel incat a(AT +C'L ): A, tot prin algoritmul Ackermay,m;

d) Construim matricele sistemul rezultant cu relatiile:

A =A+LC+BF
B, =-L
C.=F

Se constatd ca am construit astfel sistemul dat de teorema de la conexiunea in
reactie (6.3). Aceasta afirma ca:

“pentru orice sistem minimal (4, B, C) de ordin n si pentru orice multime de
valori proprii /4 de dimensiune 2 existd un sistem (4,,B,,C,) care conectat in
reactie cu primul va permite obtinerea unei structuri echivalente cu o(A4, )= A".

Daca din exterior se mai aplica si o altd comanda, schema de compensare se
modifica conform figurii 9.4.

y

v

(4,B850)

(4.,B.,C,)

Fig. 9.4. Compensarea sistemelor cu reactie dupd mdrime de iesire

Observam ca in acest capitol au fost abordate deja primele structuri de
reglare automatd. Scopul lor este in principal de a stabiliza sistemele (de a le
compensa) dar nu trebuie s& omitem §i posibilitatea de a imbunétati, incd din
aceasta faza, performantele sistemului rezultant obtinut.
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10 PROBLEMA REGLARII

Asa dupi cum am vizut incd din Introducere in aplicatiile practice apare
frecvent necesitatea controldrii unei marimi din sistem (sau, uneori, chiar mai
multe). Spunem ca respectiva mérime trebuie ‘reglati’. Aceastd reglare trebuie
si se facd insd respectind anumite cerinte. Problematica care apare in acest caz

este subiectul reoriei reglajului automar. Vor fi prezentate in continuare

elementele de baza ale acestei teorii.

10.1 Formularea problemei reglarii

Fiind dat un sistem linear (4, B, C) se cere si se determine un sistem (4, , B,,C.)
numit compensator (sau regulator), comandat de eroarca elr) = y,(t)- »lr), astfel

incat sistemul rezultant in circuit inchis sa aiba urmatoarele proprietati:

a) Sa fie intern asimptotic stabil;
b) Saindeplineasca conditia de reglare adica:

lime(r) = }in:(y, (O)-»)=0 (10.1)
Si in plus mai dorim:

¢) Un anumit regim dinamic;

d) Conditia de reglare b) sa fie indeplinitd §i in cazul aparitiei unor

perturbatii exterioare.

Schema sistemului obtinut este prezentatd in figura 10.1 si poartd numele de

sistem de reglare automatd, prescurtat SRA.

yr € ' Compensator

I |

-
g
o
3

v

(4B, Co) ,

Fig.10.1. Sistem de reglare automata (SRA)
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Aceasta este formularea problemei reglarii. Si facem céateva observatii:

o In primul rind trebuie s remarcim c sistemul rezultant trebuie sa fie intern
stabil indiferent cum este sistemul inifial din acest punct de vedere si
indiferent de stabilitatea externa a sa;

e Conditia de reglare ne asigurd cd iesirea y a sistemului rezultant, in buéla
inchisd, va tinde sd urmareascd marimea de intrare y, numitd si mdrime de
referintd. Aceastd condifie este esenfiald pentru un sistem de reglare
automata.

¢ Conditia c) stabileste $i modul cum iesirea va urmari referinta, adica stabilim
regimul dinamic al sistemului de reglare automata. In esenta dorim un rispuns
rapid, fara oscilatii deranjante §i fird un suprareglaj prea mare. Aceste cerinte
sunt insd dependente de aplicatia concretd pe care o avem de rezolvat;

e Aparitia unei perturbatii exterioare determind, in general, modificarea valorii
iesiri si astfel conditia de reglare nu mai este indeplinita. Acest lucru nu este
de dorit si SRA trebuie sa refaca echilibrul, evident dupa un anumit regim
dinamic. Aceastd cerinta mai poartd si numele de rejectia perturbatiilor,

o Conexiunea utilizatd este in reactie negativd unitard (pe reactic nu avem
conectat un sistem sau putem spune ca existd un sistem cu functia de transfer
egald cu unu); .

e Marimile y, (referinfa) si v (perturbatia) sunt marimi externe sistemului si se

numesc mdrimi exogene;

Elementul central al SRA este regulatorul (compensatorul). El primeste la
intrare eroarea dintre mérimea de referintd §i marimea reald din sistem §i
furnizeaza o comanda citre sistem in sensul minimizarii erorii (in plus trebuie sa
indeplinim si cerintele mentionate anterior (a;d)). in consecinta etapa esentiali in
proiectarea SRA este proiectarea regulatorului astfel incat sistemul in ansamblu

sa indeplineasca cerintele impuse de utilizator.

10.2 Solutia generald a problemei reglarii

Pentru a putea indeplini cerintele impuse SRA trebuie sa cunoasca aprioric
felul marimilor externe. Astfel sistemul va ingloba o copie a modelul lor. Aceasta
metoda de rezolvare a problemei reglarii poarta numele de principiul modelului
intern. Marimile exogene sunt referinta si perturbatia. Aceasta din urma poate
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actiona in orice punct al sistemului de reglare. Pentru simplitate vom analiza doar
cazul in care ea actioneazd asupra marimii de iegire, ca in figura 10.2
considerand si o functie de transfer a perturbatiei H,(s) si considerand sisteme

SISO.

H.(s) >

Fig.10.2. Sistem de reglare automata (SR4) cu specificarea functiilor de

transfer pentru flecare element in parte

In acest caz raspunsul y al sistemului este o sumd intre efectele date de referintd

si perturbatie:
Y = Veterina T Yoerubati

Cele doud componente se determind utilizand principiul superpozitiei efectelor.
Aceasta inseamna ci efectul referintei se calculeaza in absenta perturbatiei si

vom obtine, utilizdnd proprietatile conexiunii in reactie negativa, ci:

__Hs)-Hs)
Yeteina =TV H () H()" "

iar efectul perturbatiei este determinat considerdnd referintd nuld (Schema

sistemului pentru acest caz particular este prezentata in figura 10.3):

Vperturbate

v

Yy ") ‘——»f\

H(s) (e -H_(s)

Fig.10.3. Sistem de reglare automatd (SRA) considerdnd doar efectul

perturbatiei (referinja este nuld)

132

Problema reglarii

deducem deci ca efectul perturbatiei este:

H.(5)

Y TH ) HE)

v

Raspunsul global al sistemului este suma celor doui componente adica:

o HoH H,
= )+ ¥ }
’ 1+H,-H)r 1+Hr-1L1‘r 63
(In relatii. pentru simplitate, vom renunta la scrierea argumentul s)
Suntem in masurd acum s calculdm eroarea de reglare:
H,-H H
E=Yy, —y=y, 1- - v v =
1+H -H) 1+H_-H
(10.3)
1
=——  (y -H v
1+H, -H(}’ )

* Consideram toate functiile de transfer ce intervin in relatia 10.3 ca raport de

polinoame adica:

H=l mg=le pgoh
P P b,

si tindnd cont de faptul cd p, =p (deoarece ambele polinoame de la numitor

provin din expresia )), relatia 10.3 se mai scrie:

1
det(s - 4)

po( n) pop 55T
. (y,-_\,): Py, Ly (10.4)
v 4 P v 4 Z
incare: y=p-p +r-r..
Exprimam si mérimile exogene ca un raport de polinoame:
a, s a,
Yp&=— gL ¥=—
H, H,
Se poate acum formula o teorema importanta in proiectarea regulatorului.
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Teoremd: Daci sistemul rezultant este intern asimptotic stabil conditia de reglare
(relatia 10.1) este indeplinitd daca §i numai daca:
u, divide produsul p-p, si

u, divide produsul 7, - p,

Demonstratie:
Mai intai sa vedem ca aceste conditii sunt suficiente. Expresia erorii este:

PP _Pn

N
x x 7 oM, XN,

:p'pr_‘zr_ p.noa, (105)

&

si avand in vedere relatiile de diviziune din teorema:

i
E= —.‘a, s

Y 4 Z

Calculam limita erorii de reglare, utilizind teorema valorii finale:

lime(t) = limse(s)=lims - —a,
r—x 50 sl : o
deoarece polinomul y(s) nu are solutia s=0 (sistemul fiind intern asimptotic

stabil).
Daca vom considera acum ¢i avem indeplinitd conditia de reglare rezulta ca:

‘.. -
lim.s(t):]in_lsg(s):l'i;:s-@p—‘DLi’——"‘—"— ]=O

a.

o= XA A H
Conditia de mai sus trebuie si fie indeplinita pentru orice semnale exogene, deci
pentru orice polinoame , $i u,. Acest lucru este posibil doar dacd 4, divide

produsul p-p, siy, divide produsul 7, - p_.

Ca si proiectanti noi nu putem sa modificam decat structura
compensatorului §i atunci, pentru ca teorema de mai sus s poatd fi respectata,

trebuie ca u, sa dividd pe p, si simultan u, sd divida tot pe p,. In acest fel
teorema de mai sus este indeplinitz indiferent de tipul procesului de reglat.

Acesta este principiul modelului intern.
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Considerand acum cazul particular in care cele doud miarimi exogene sunt
de acelasi tip, adicd u, = u =u, atunci principiul intem se poate exprima

matematic astfel:

p.=uB, (10,6)

Observatie: Rezultate similare se obtin si pentru cazul discret.

10.3 Solutia problemei regldrii pentru marimi exogene de tip treapta

Din cele expuse pand aici rezultd cd proiectarea SRA depinde de tipul
mairimilor exogene care actioneazi asupra sistemului. Acest lucru este un
dezavantaj pentru ca daca dintr-un motiv sau altul se schimba tipul marimilor
externe trebuie sa reproiectim compensatorul.

Totusi o clasda larga de sisteme de reglare automatd se proiecteazi
considerdnd cd marimile exogene sunt de tip treaptd. Motivele acestei abordiri

sunt urmatoarele:

. De obicei referinta se modificd brusc, adica in trepte (de exemplu schimbam

brusc cursul de zbor dorit pentru un avion);

e Cele mai multe perturbatii sunt marini treapta;

e Semnale mai complicate, atdt pentru referintd cat §i pentru perturbatie, pot fi
aproximate printr-o succesiune de trepte foarte fine. Astfel cd un sistem
proiectat pentru trepte va raspunde suficient de bine i pentru alte marimi
exogene;

e Proiectarea compensatorului este mult mai simpla in acest caz.

10.3.1 Solutia generald utilizdnd regulatoare analogice

Modelul intern este In acest caz 1/s i schema de reglare automati se modifica
conform figurii 10.4.

V
e -

¥r e - 1 L u > Sistem Yy
_;‘ : Ky ) (A ]B ’ C) ”
Coml;é;z;é;b; <<<<<

Fig.10.4. Sistem de reglare automatd pentru mdrimi exogene treapid
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Trebuie si determinadm sistemul H, astfel incat SRA:

o S fie intern stabil;

e Saaibd performantele dinamice dorite.

Adicd trebuie sd indeplineasca conditiile a) si ¢) din formularea generala a
problemei reglarii (conditiile b) si d) sunt implicit indeplinite prin prezenta
modelului intern in structura compensatorului). Daca sistemul initial este intern
stabil §i daca performantele dinamice sunt suficient de bune atunci sistemul #,

poate s si lipseasca Insd nu este cazul general.

farda considerarea marimilor exogene, este

Configuratia sistemului,

prezentata in figura 10.5.

Sistem

(4,B,0)

v

H> L4

Fig.10.5. Sistem de reglare automata cu model intern 1/s §i fard

considerarea marimilor exogene

Putem regrupa blocurile componente cunoscute conform figurii 10.6.

H>

i Sistem
) s (A’B)C)

N

Sistem extins

Fig.10.6. Sistem de reglare automata cu model intern I/s i evidentierea
sistemului extins
Sistemul necunoscut H, in reactie pozitivd cu ansamblul serie de sisteme:

I . . - < n . %
—-— 51 (4, B, C). Aceastd ultima structurd, cunoscutd in totalitate, poarta numele
N

de sistem extins.

21

A
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Vom scrie in continuare ecuatiile caracteristice sistemului extins. Pentru
aceasta mai avem nevoie de o noud marime de stare ¢ corespunzitoare

modelului intern:

x'=Ax+Bu

entru sistem si ¢
y=Cx P h
&'=-y .
Fei pentru modelul intern
=8

Starea sistemului extins este x, =LJ, Intrarea este u iar iesirea este &. Cu aceste

consideratii scrierea generala a sistemului extins devine:

- IR

"

v

(10.7)

£=lo 11[;

.
de unde putem deduce cu usurin{a matricele caracteristice sistemului extins:

[4 o] rB]
B,:[m

C.=lo 1] (10.8)

Mai rdmane si determinim sistemul H,. Acesta trebuie si stabilizeze
sistemul extins. Deci vom aplica metodele de compensare a sistemelor prezentate
in capitolul 9. Prin pozitia polilor alocati vom impune practic si regimul dinamic

dorit. Astfel, o lege de comanda dupi stare pentru sistemul extins descris de
relatia 10.8 poate fi scrisa:

.
x|

u=F, -x, =[F (p]-Lf:F-xﬂo-; (10.9)

Pe baza relatiei de mai sus considerand F=[f, 1 5] s

x= [x} x, x, ]T vom obtine schema de reglare prezentata in figura 10.7.
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y

A4

Fig.10.7. Sister: de reglare automata cu model intern §i lege de comanda

dupd starea sisremului,

Daca marimile de stzre ale sistemului nu pot fi misurate atunci vom construi un
estimator de stare. Legea de comanda va utiliza de data aceasta starea estimata.

Schema de reglare obtinuta este prezentatd in figura 10.8.

Ut

Sistem

‘vt

i

(4,8,C)

Estimator

(AeBeCe)

Compensator

Fig.10.8. Sister: de reglare automatda cu model intern si lege de comanda

dupa starea estir:atd a sistemului.

In acest caz marimile de intrare in estimator sunt intrarea u a sistemului s
eroarea ¢ dintre marimea de referintd si marimea de iesire (deci nu se mai
foloseste direct iesirea sistemului aga cum am prezentat in capitolul 8; oricum
eroarea ¢ este proportionald cu iesirea y deoarece referinta y, este constantd).

Ansamblul constituit din estimator si lege de reglare dupa stare formeaza
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compensatorul cautat. Pentru determinarea modelului matematic al acestuia se va
considera o referinfd nuld adici y, =0 (se considerd cd referinta este o
perturbatie §i nu se ia in calcul la sinteza compensatorului). Obtinem deci ca
e=y, —v=-y. Ecuatia 8.4, ce descrie functionarea unui estimator de stare,

devine in acest caz particular: !
x=(4+LC)-%+B-u+L-¢ (10.10)

si folosind 10.9 relatia de mai sus se poate rescrie:
x=(4+BF +LC)-%+Bp-¢+L-¢ (10.11)

Ecuatia 10.11 impreund cu relatia £=¢ formeazd sistemul de ecuatii ce
caracterizeazd functionarea compensatorului. Acest sistem poate fi pus si sub

forma matriceala:

t| [A+BF+LC Bo|[x] [L
o * ‘7’]- f}r " (10.12)
£ 0 0j]1&l |1
Deci putem acum identifica matricele compensatorului:
A+BF+LC B L] .
,=[ i 0* 0"’} B‘=h i (10.13)

CC =Ff

deoarece iegirea compensatorului este chiar comanda u .

Observatii:

e Marricele sistemului extins date de relatia 10.8 sunt valabile doar pentru
marimi exogene de tip treapta;

e In practici un regulator nu va lucra, decét foarte rar, direct cu marimea y de
iesire din sistem ci cu o marime proportionalad cu ea exprimata de obicei in
volti. Corespunzitor si iesirea u citre sistem va trebui rescalatd, uzual
amplificatd. In acest fel se evitd functionarea regulatorului in domeniul
puterilor mari, fiind de fapt un element de comanda. Gama semnalelor cu care

opereazd compensatorul este cuprinsa intre —10V si +10V.

139




Teoria sistemelor de reglare automata

in sitmatia sistemelor continue regulatorul se realizeazi cu ajutorul unor
componente analogice: rezistoare, condensatoare, bobine, circuite integrate
analogice (amplificatoare operationale).

De exemplu schema de principiu a unui integrator analogic este prezentatd in

figura 10.9.
I.
Ui ﬁ‘ > Usui
. 1
R:-U
!
e (5

Fig.10.9. Schema electrica de principiu a unui integrator analogic

Sistemele analogice au cdteva dezavantaje evidente: variatia parametrilor in
functie de conditiile de lucru. modificarea lor in timp si o flexibilitate redusa
(daca de exemplu dorim modificarea unui parametru al regulatorului trebuie sa
medificam componentele electronice sau si le reajustam pe. cele existente).
Aceste dezavantaje sunt inlaturate dacd vom utiliza sisteme de comanda cu

regulatoare numerice (digitale).

10.3.2 Solutia generala folosind regulatoare discrete

Schema unui SRA discret, figura 10.10, contine un convertor digital-
analogic (CDA) si unul analog-digital (CAD).

Xr & | Compensator i Sistem Yy oo
» CD4A —P >
" (A("BC)CC) € i (A.B.C)
i
CAD %
Sistem digital -‘ Sistem analogic

Fig.10.10. Sistem digital de reglare automatd
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Daci obfinem un sistem discret (d4,,B,,C, )echivalent sistemul (4,B,0),

printr-o operatie de discretizare, atunci schema de reglare automati va contine
doar sisteme discrete (figura 10.11).

Conform celor spuse anterior, solutia generald a problemei reglirii se
bazeaza si in cazul discret tot pe principiul modelului intern. !

, .
Vr € Compensator | u " Sistem ¥

-’_C';—’ (A0BoCe) (AaBsCs) |
|

Fig.10.11. Sistem de reglare automard cu compensator discret

E(e+1)=&()- () (10.14)

Ecuatiile sistemului discret sunt:

{x(t + l) = A,x(t)+ B‘,u(t)
He)=Cxf)

Sistemul extins, format din modelul intern si sistemul discret, va avea ecuatiile:

R

(10.15)
de unde deducem ca matricele sistemului extins discret sunt:
T4 0 3,
A, =, J B, al OJ C.=[0 1] (10.16)

Observam ca relatiile 10.16 sunt asemanatoare cu cele obtinute pentru sistemul
extins continuu (relatiile 10.8). Matricele compensatorului discret se obtin similar
cazului continuu si sunt asemanitoare celor date de relana 10.13 cu deosebirea ci
A, are ultimul element ‘1°.
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10.4 Impunerea performantelor dinamice pentru SRA

Dupa cum am vazut respectarea principiului modelului intern implicad

croare stationard nuld §i rejec tia perturbatiilor (pentru mirimi  exogene

corespunzitoare). deci respectarea cerintelor b) si d). Stabilitatea SRA se asigurd

i polii in € (si construind corespunzitor regulatorul). Riamaéne de

impunandu-i
sa aiba anumite

rezolvat problema regimului dinamic, adica cum facem ca SRA

performante dinamice. Cele mai importante marimi ce caracterizeaza regimul

dmamxc al unui SRA pentru referinta treaptd sunt:

- suprareglajul. adica valoarea maxima cu care iesirea depaseste valoarea

referintei. El se exprima uzual in procente.

- timpul de stabilizare, adicd timpul dupa care eroarea este mai mica decdt un

anumit prag impus (se mai numeste si timp de incadrare in banda de

eroare doritd)

Pentru cazul in care marimile exogene sunt de tip treaptd raspunsul tipic al
sistemului este prezentat in figura 10.12 (au fost puse in evidentd si cele doud

caracteristici dinamice definite mai sus).

15
AN :

l i

B e EE T e S et

[ """"" S hl R t

|

05} )

| |

0 %

0 5 10 is 20

- Fig.10.12. Impunerea performantelor dinamice peniru intrare treapid

unitard
Suprareglajul se poate defini:

& = Yoax ~ Y x]OO[’iv?] (10.17)

yf
este valoarea maxima a raspunsului sistemului iar y, este marimea de

ax

unde y
referintd (care in acest caz este egal cu unu).

Timpul de stabilizare #; are proprietatea ca:
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il ot oy 5§y
b)-yl<e (V)i>1, (10.18)

Raspunsul din fig. 10.12 este caracteristic unui element de intdrziere de ordin 2:

H(s)= —4—-"2——
©) s +7fos+w'

!

Pentru un astfel de sistem valorile suprareglajului si timpului de stabilizare se pot

exprima in functie de factorul de amortizare {'si de pulsatia proprie ,. Astfel

de exempluy, pentru ¢ = 0.02 am obtinut anterior (vezi 5.1) ci:

(10.19)

Rezulta cd in acest caz se pot gisi ¢ §i o,, in functie de performantele impuse

(adicd in functie de suprareglajulo si de timpul de stabilizare ¢, ). Polii pe care
trebuie si-i aibd sistemul pentru a respecta aceste performante vor fi:
1-¢?

5, =60, jo, (10.20)

Asadar dacad SRA ar fi un sistem deordinul 2, performantele sale ar putea fi
fixate prin impunerea polilor conform relatiei 10.20. Acest lucru este echivalent
cu impunerea polinomului de la numitorul functiei de transfer echivalente SRA:

2.(8)=(5~5)(s-5,)=5"+2l0,s5+] (10.21)

Deci sintetizénd. pentru un sistem de ordinul doi impunerea performantelor
dinamice implica:
- impunerea unui suprareglaj si a unui timp de stabilizare in functie de
cerintele aplicatiei concrete avute in vedere;
- calculul factorului de amortizare §i a pulsatiei proprii dorite conform
relatiilor 10.19:
- determinarea polinomului caracteristic dorit (relatia 10.21).
In caz general insa dimensiunea n a SRA este mai mare de doi. Atunci si

ordinul polinomului caracteristic dorit z,(s) trebuie si ﬁe mai mare si anume

egal chiar cu n. Acest lucru este echivalent cu a mai 1mpune si aln poli in afara de

cei doi pe care stim deja cum sa ii calculdm. Alegerea polilor suplimentari se face
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astfel incdt raspunsul sistemului sa nu fie mult diferit de raspunsul standard al
unui sistem de ordin 2 (se spune astfel c@ SRA are doar doi poli dominanti desi
ordinul siu este totusi in realitate 7). Sunt multe posibilitati de alegere a polilor
suplimentari. Pentru simpliticarea calculelor se adopta urmatoarea metoda: toti
polii suplimentari vor fi egali intre ei. vor avea doar parte reald (bineinteles
negativi pentru a respecta stabilitatea SRA) si vor fi plasati cat mai departe, spre
-, faid de polii dominanti. Acest lucru este ilustrat §i grafic in figura 10.13.

A
Im

Pl

0 Re

L e
4

Fig.10.13. Plasarea polilor: dominanii (s, ,5.) §i suplimentari (55,545)

Prin aceastd alegere, regimurile tranzitorii date de respectivii n-2 poli
suplimentari se anuleazd mult mai repede decit cele ale polilor dominanti,
neinfluentdnd practic comportarea sistemului, care va rispunde similar unui

sistem de ordinul 2.
Practic, partea realz a polilor suplimentari se considerd aproximativ de 10 -

15 ori mai mica decét partea reala a polilor dominanti:
Rels,, {=10-Refs,.i=-10--0, (10.22)

In acest fel putem deci sa impunem si polinoame caracteristice dorite de ordin

mai mare decét 2. De exemplu pentru un sistem de ordin 3 polinomul z,(s) este:

7_;(5\):(5—5,)'(5—5:)<(s—s_._)=(_s—5:_)<[52 —(s,+5,)-s+5,-5,] (10.23)
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11 REGULATOARE CU STRUCTURA FIXA

Asa cum se cunoaste deja din capitolul precedent, proiectarea unui SRA
(care respectd conditiile a),b),c),d)) este posibila in cazul general utilif&‘md
principiul modelului intern. Singurele condifii sunt ca sistemul care se doreste a
fi reglat sd fie controlabil §i observabil. Dimensiunea regulatorului (4_,B,,C,)
obtinut este, in cazul sistemelor SISO, de n+J, unde n este dimensiunea
sistemului dat. Aceasta inseamna cd pentru sisteme mari regulatorul va fi foarte
complex si este dificil de implementat mai ales in cazul sistemelor analogice. De
aceea in practicd se cautd sd se rezolve problema reglarii prin folosirea unui
regulator de dimensiune cdt mai mica. Chiar §i pentru sistemele discrete de
reglare se preferd utilizarea unui regulator cit mai simplu dacd se pot astfel

indeplini cerintele aplicatiei respective.

11.1 Tipuri de regulatoare cu structura fixa pentru sisteme continue

Regulatoarele cu structura fixa sunt sisteme la care elementele necunoscute
sunt doar coeficientii polinoamelor functiei de transfer. in practici, pentru
sisteme continue, cele mai des intlnite #ipuri de regulatoare sunt:

o H,(s)=k, regulator proportional (P)

o H,(s)=k,+k % regulator proportional - integral (PI)

o H,,(s)=k,+k, ;1— +k, s regulator proportional - integral - derivativ (PID)

Problema care se pune este ca pentru un sistem dat oarecare, si se géseasci

valorile coeficientilor k,,k,,k, astfel incdt sistemul rezultant si satisfaci

cerintele impuse unui SRA, operatie numitd acordarea regulatorului.

Observatii:
- Este clar ca regulatorul de tip P nu are in structura sa nici un tip de model
intern, deci nu va respecta conditiile b) si d). ) 5
- La fel, regulatoarele PI si PID au incluse modelul marimii exogene tip
treaptd, deci dacd vor indeplini conditia a) le vor indeplini si pe b) si d).
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Ele nu vor indeplini aceste doud condifii pentru alte mirimi exogene
(rampa. sinus, etc.). Cu toate acestea in practica este in general suficient un
SRA proiectat pentru marimi exogene tip treaptd, deoarece el urmareste
relativ bine chiar §i o referintd oarecare (care poate fi descompusa intr-o
secventd de trepte) si de asemenea, perturbatiile sunt deseori de tip treapta.

\'om prezenta in continuare un exemplu de acordare a unui regulator PI pentru

un sistem de intarziere de ordin unu.

b
s+a

Exemplu: Fie sistemul continuu: H(s)=

Se cere sa se gaseascd un regulator PI astfel incdt sistemul de reglare

automata si aiba factorul de amortizare ¢ si pulsatia proprie @, .

in foarte multe situatii se prefera ca performantele dinamice ale SRA sa fie date
direct prin perechea (¢ , w,). Este §i cazul acestui exemplu. Oricum aceste
valori se pot calcula ugor din suprareglaj si din timpul de stabilizare (o i ,)
conform relatiei 10.19. Schema generald a structurii de reglare automata pe care
o vom utiliza i in acest caz a fost descrisd in capitolul 10 (in figura 10.1). Un
principiu de baza este acela ca pentru proiectarea regulatoarelor nu se iau in
calcul perturbatiile. Acest lucru se bazeaza pe faptul cd regulatorul proiectat
rebuie si asigure rejectia perturbatiilor (conditia d) din problema generala a
eglarii). Tinand cont de aceste elemente schema de reglare automati este cea din

figura 11.1.

O, () £, +
_l S

Fig.11.1. Sistem de reglare automata cu regulator cu structura fixa (Pl)

Vom urmari sa gasim functia de transfer a acestei structuri de reglare automata.
Mai intdi observam ca regulatorul §i sistemul sunt conectate in serie. Utilizand
proprietatile acestei conexiuni schema se simplifica, ca in figura 11.2.
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Fig.11.2. Varianta simplificatd a schemei din figura 11.1

H,,(s) se numeste functie de transfer in bucld deschisi a ansamblului regulator-

sistem si se mai poate scrie:

H(o)= 2 ) S(AZS:)”

(11.1)
Schema din figura 11.2 este un sistem cu conexiune reactie negativa. Vom aplica
formula 6.10 in care: H,=H,, iar H, =1. Cu aceste consideratii functia de

transfer echivalenta sistemului de reglare initial este:

HM(_") b~kp~s+b-k;

) - 11.2
1+ Hy(s) S:+(b'k,,+a)-s+b'ki ( )

Hbi(s)

Pentru ca performantele SRA si fie lele cerute trebuie ca numitorul functiei de
transfer H, (s) sa fie identic cu polinomul dat de relatia 10.21. Construim astfel

sistemul de ecuatii:

k
-k +a=2-C- .
{b pra=2.ceo, cu solutiile evidente: J ’

b 2 b (11.3)

Relatia de mai sus permite acordarea regulatorului, adicd determinarea

constantelor k, si k;, in functie de parametrii sistemul de reglat a si b si de

performantele dinamice impuse ¢ §i @, .

Observatii:
e dacd sistemul de reglat ar fi de ordin doi atunci nu vom mai putea utiliza un
regulator PI ci va fi nevoie de un PID, algoritmul de acordare fiind similar.
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o sistemul echivalent obtinut, H, (s), diferd de un sistem standard de intirziere
de ordin doi prin faptul ¢ are un numdritor care nu este . Se spune ci
sistemul are §i un zerou. insa prezenta sa nu modificd foarte mult
performantele dinamice ale SRA. Acest lucru se poate verifica usor utilizand

programul Simulink §i rimane ca exercifiu pentru cititor.

11.2 Tipuri de regulatoare cu structura fixa pentru sisteme discrete

Si in cazul sistemelor de reglare discrete se utilizeaza regulatoare cu
structurd fixa formate tot din termeni proportionali. integrali sau derivativi.
Astfel cele mai des intalnite tipuri de regulatoare discrete sunt:

e H, (x)=x 5 regulator proportional (P)

o H,(z)=k,+k z—i_l regulator proportional - integral (PI)

regulator proportional - integral —

z z-1
° pra(-)zkr*'kl :+kd —

- derivativ (PID)

Acordarea regulatoarelor constd si aici in determinarea coeficientilor
k,.k, .k, astfel incat sistemul rezultant sa indeplineascd pe cat posibil conditiile
cerute in formularea problemei generale a SRA. Ca si in cazul continuu aceste
cerinte nu pot fi mereu §i complet satisfacute. Cu toate acestea simplitatea
solutiei si rezultatele efectiv obtinute au facut ca aceastd metoda sa fie destul de
des utilizata in aplicatiile practice.

{mpunerea performantelor sistemului de reglare se va face astfel incét
acesta sa se comporte similar unui SRA continuu, deci vom utiliza elementele
prezentate in 10.4, transpuse insa in cazul discret. Pentru aceasta determinam

polii sistemului rezultant dorit in continuu, cu relatiile 10.20 si eventual 10.22.
Apoi polii sistemului dorit in discret se calculeazi cu relatia: z, =¢*", unde h

este pasul de esantionare utilizat. Celelalte etape, in acordarea regulatorului, sunt
similare cu cele prezentate in exemplul de mai sus, din paragraful 11.1. Pentru
sistemul fizic pe care dorim sa-| reglam se va utiliza bineinteles echivalentul sdu

discret (H(z)) .
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ANEXA I: TRANSFORMATA FOURIER

1.1 Serii Fourier

Un semnal analogic de duratd infinita si periodic poate fi reprezentat printr-o
serie Fourier:

f@0)= ‘ga‘e"‘”‘“ 1.1)

2z . . : X
unde o, = - e T, - perioada semnalului.
2

Coeficientii seriei sunt complecsi si se determina cu relatia:

- 1 i - jke,
a, —Foaff(t)e et (1.2)

Prin separarea partii reale si a celei imaginare se obtin doua serii, una de sinusuri

si alta de cosinusuri. .
Modulul coeficientilor seriei Fourier se numeste spectrul semnalului £{).

Exemplu I: Pentru semnalele f(r) = sin @yt §i g(r) = cosw,t putem scrie:

. 1 ;
smwol = ——.em‘" —ie—j(g"’
2j 2j
§i respectiv:
1 4 ;
coswgt = —e’“ + le"””'
2 2

$i rezulta imediat c pentru aceste doui semnale singurii coeficienti nenuli sunt a
v 1

sia, adica:
a, =l., a, = et pentru primul semnal
2j 2j
a, = % a,= —% pentru al doilea semnal. ’
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Spectrul lor va fi agadar identic §i anume cel reprezentat in figura L.1.

Fig. I.1. Specrrul semnalelor 7it) =sinogt §i g(1) = cosmpl

(1 1<,
Exemplu 2: Pentru semnalul descris de functia: f71) = 1 0. T, <|tl< L;;

si reprezeniat in figura 1.2 se obine urmitoarea descompunere in serie Fourier:

z

- sinko T, . 27,
L ="MQ‘ L pentru £ =0 §1 a, ==L pentru k=0.
koL, kx T,

[

a, =

Ve

=
L

-]'_,2 -T. 0 % T2

Fig. 1.2. Reprezentarea grafica a semnalid din exemplul 2

Spectrul zcestui semnal are alura prezentata in figura 1.3 in care s-a considerat

cazul particular T, = 47,.

=

ce.

ce.

Fig. 1.3. Spectrul semnalului din exemplul 2
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1.2 Transformata Fourier

Unui semnal analogic descris de o functie f{7) i se poate defini transformata
Fourier ca fiind functia complexa de variabila reala:

. !
Fo)= [f@)edr (1.3)

Notatia consacratd este:  F(o)=.# {f(}.

Pentru ca integrala din ecuatia 1.3 sa fie convergenta functia f{7) trebuie sa
indeplineascd o serie de conditii, numite conditiile lui Dirichlet. Pe scurt, este:
suficient si fie absolut integrabild i continud (sau cu un numdir finit de

discontinuitati).

Observatie:
In plus, pentru semnalele care sunt periodice dar nu respectd conditiile lui
Dirichlet pe un interval infinit, se poate defini transformata Fourier pe un interval

finit. respectiv pe o perioada. In acest fel se poate calcula transformata Fourier

ori de cdte ori exista o descompunere in serie Fourier.

A ]
Pentru un semnal periodic se poate construi atat seria Fourier cdt si transformata
Fourier, (considerdnd un semnal finit, pe o perioadd a semnalului initial). Intre

cele doud exista o legatura directd, coeficientii seriei fiind:

1 5 i . 1
a, =— |f()e " dt == [f(t)e """ dt =—F(k L4
: Toojf()e To_if( )e ) (14)

Asadar coeficientii seriei se obtin prin esantionarea transformatei Fourier, in

punctele in care w=kw,. Cu alte cuvinte, exceptand constanta TL’ graficul

9
transformatei Fourier reprezintd infasuritoarea graficului coeficientilor seriei,
espectiv graficul modulului transformatei Fourier este infasurdtoarea spectrului

semnalului.

Exemplu 3: Pentru semnalul din exemplul nr. 2 transformata Fourier a
semnalului dreptunghiular (definit pe o singura perioada) este:
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1
—-jo

e-,tnt

7 -
! ' 2sinal,
! @

F(w)= ]f(ne'*"dl = Tj_f({)e”’”di = }e""'dr =

-7 =

-

se vede imediat ca:

£

1 Flka,)= 1 2sinke, T, _sinko T, B
T, T, ko, kr

Graficul transformatei Fourier este reprezentat in figura 1.4, suprapus peste

graficul coeficientilor seriei, in cazul particular in care 7, =47, = 4. Graficul

. 1 T
transformatei a fost scalat cu factorul F pe abscisd si cu factorul k. pe
@y

Y

ordonatad. Se observd ca in aceste conditii graficul coeficientilor seriei Fourier se

suprapune perfect peste cel al transformatei Fourier.

T e i e — e - ~
A S
R |

Fig. L4. Graficul coeficientilor seriei §i ai transformatei Fourier pentru

semnalul din exemplul 3

Prezentdm in continuare (tabelul I.1) cateva transformate precum si coeficientii

seriei Fourier pentru semnalele cele mai des intalnite in practica:

Nr. Semnalul Transformata Fourier Coeficientii
crt. seriei Fourier
1. | §(r)— impulsul 1 R
| Dirac

1562

ki * Transformata Fourier

2. | h(r)- treapta _L+:J(w) -
unitate Jje
3. e h() 1 -
jo+a
4. th(1) 1 = !
o’
500 e i .
(o + a)"*l
6. cos gl (0 -0,)+ 50+ ay)] - 1_1
2
a; = 0, k=l
% sinagh i[é‘(w—w;)-&(w+mo}] a;=-a_, =é
J <J
| ap =0,k=+l
Tab. L1 Transformata gi seria Fourier pentru unele semnale standard
Principalele proprietati ale transformatei Fourier sunt:
a) liniaritatea: .
F g 0+bs0}=aF {f0}+F {0}
b) teorema asemandarii:
1 ‘o
F{fa)}=—F —) unde a>0
a \a
c) teorema intarzierii:
Fre-0i=""F {10}
d) teorema deplasarii:
@al o ‘
f{e’ ()= F(0-0,)
e) teorema derivirii originalului: - :
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F ' 0}=joF@)
f) teorema convolutiei:
F {f (t)*g(t)}= F(@)G(®)

g) teorema derivirii imaginii:

h) teorema simetriei:
F(-w) = F’(w), dacd originalul este o functie reala 7 (r)e R

i) teorema lui Parseval:

f@F((o),’: do

i

T 2 1
{[ S dr ==

"
2z <

In legatura cu relatia lui Parseval, trebuie remarcat ¢ termenul din partea stinga

reprezintd energia semnalului f{#) si deci aceasta se poate calcula fie prin

integrarea pe domeniul timp a energiei pe unitatea de timp | f(t)!z, fie prin

3 : . - ; . g 2

integrarea pe domeniul frecventei a energiei pe unitatea de frecventd 3—§F ()l ’
4

In cazul semnalelor periodice energia este infinita si deci relatia lui Parseval nu
se poate aplica. Se poate demonstra insd o relatie asemanatoare valabild pe o
perioada:

*

sz’f f dr =
I

!"k|2

unde a, sunt coeficientii seriei Fourier §i 7, este perioada semnalului.
Transformata Fourier inversi se calculeazi cu relatia:

f(t)z—')—l; jF(a))e””’dm (1.5)
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Un subiect interesant il constituie aproximarea semnalelor periodice folosind
dezvoltarea in serie Fourier, pe baza proprietitilor de convergenti ale acestora.
Daci folosim doar primele N armonice din dezvoltarea in serie Fourier a unui
semnal periodic f{), vom avea o eroare de aproximatie data de:

e

ey =[f()- iake'i“’"’
k==N
care evident este cu atdt mai micd cu cit N este mai mare. Evident ¢d putem
obtine o aproximatie de acelasi tip, adicd folosind tot N exponentiale complexe,
dar cu coeficientii obtinuti altfel decdt cu formulele Ini Fourier. Se poate
demonstra ci seria Fourier este, dintre toate aceste aproximdri, cea mai buni in
raport cu un criteriu patratic al erorii. Cu alte cuvinte, pentru un N dat, cantitatea:

T

j'et\, (t)ey (1)dt

0

%
Ey = ﬂeN(r)"dr=
0

este minima pentru seria Fourier. Dacd seria Fourier converge, ceea ce se

. intAmpla pentru majoritatea semnalelor periodice intdlnite in practicd, vom avea:

fusy=t

Observatie:

Seria Fourier este divergentd fie daci aplicand formula data de ecuatia 1.3
unii coeficienti sunt infiniti, fie daca, desi toti coeficientii sunt finiti seria nu
converge citre semnalul initial. Conditiile riguroase pe care trebuie sa le satisfaca
un semnal pentru a fi asiguratd convergenta seriei Fourier sunt in esentd aceleasi

ca in cazul transformatei Fourier, anume conditiile ui Dirichlet.

Pentru a ilustra felul in care converge o serie Fourier catre semnalul original
s& consideram semnalul din exemplul 1, impreund cu seria sa. Si fixdm 7, =1 si
Ty=4. In figura 1.5 sunt prezentate semnalul original si cel obtinut prin
aproximare pentru N=1, 3,7, 19.

In acest caz numarul de termeni se poate observa pe grafic, din numarul de
oscilatii prezente in semnalul aproximat, pe o perioada a acestuia. O proprietate
interesantd a semnalului considerat in acest exemplu este asa-n;.tmitul fenomen
Gibbs, anume ci “suprareglajul” semnalului aproximat (diferenta intre maximul
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siu si cel al semnalului initial) este constant, indiferent de N, citi vreme N este
fimit.

Implicatia practica este ca pentru un semnal cu discontinuitati aproximarea
in serie Fourier va avea tot impul un suprareglaj in vecinatatea discontinuitatilor
si ¢d. desi acest suprareglaj va fi fix. N va trebui ales suficient de mare pentru ca

durata pulsului ce da suprareglajul (energia sa) sa fie cdt mai mici.

12

\ A\ A do A AR AN

[1’\ /\ []\ [V !\l [\

\‘./ \/ \ v ViV Viv vV
<3 - ~ 3 ®2 3 3
a) by
12 12
i
g ﬂv A ;\v"\'\v va V[ Th--- vy (s
0.8
sl
Q.
02
LA {":'JVAV Av VA A 0 {3aaads ‘i “«
<% z W
c) d)

Fig.1.5. Convergenta seriei Fourier a unui semnal dreptunghiular si
ilustrarea fenomenului Gibbs. Seria a fost trunchiata la primii N = I(a),

3(b), 7(cy. 197d) termeni.

ANEXA II: TRANSFORMATA LAPLACE

Unui semnal analogic descris de o functie f{7) i se poate defini transformata

Laplace ca fiind functia de variabild complexa: ,
F(s)= [f(ne™dt (IL1)
0

unde 5 = o+ jw. Notatia consacrata este: F(s) = .4 {f(/)}.

Observatie:
Transformata Laplace nu se poate defini decat daci functia f{r) indeplineste
anumite conditii, adica daca apartine clasei functiilor original. Aceste conditii
sunt:

- fl)=0, (v)r<o;

- f(¢) continua cel putin pe portiuni pe intervalul [O ©);

- existd M > 0si s, > Oastfel incat| (1) < Me™, (v} > 0.
Conditiile de mai sus sunt in general satisficute de semnalele intdlnite in
practica. Trebuie avut insi grijaei se respecte prima conditie. Aceasta este cerutd
de faptul cé integrala din ecuatia II.1 este evaluatd pornind din zero, fiind deci
vorba despre o transformatd Laplace wunilaterald. Transformata unilaterals este
deosebit de utild in analiza sistemelor cauzale.

Evident transformata Laplace are sens numai daci integrala din definitie

este convergenta. Regiunea din planul complex in care se intampla acest lucru se

numeste regiunea de convergentd a transformatei Laplace.

—

a o

Jjo

Fig.IL1: Regiunea de convergenta a transformatei Laplace a unei Junctii

original; cazul a>0

Pentru orice semnal aparfindnd clasei functiilor ‘original, regiunea de
convergentd a transformatei sale Laplace este definita de o relatie de forma:
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Re{s}=0c>a

si va avea reprezentarea din figura L.1.

Se observa ca:

F(S)L=jn=—(-f U(”S_ =3 {.’-U\-‘}

si deci transformata Laplace reprezinta o generalizare 2 transformatei Fourier a
semnalelor analogice, dacd cele doud integrale sunt convergente. Se poate
intampla ca pentru un semnal dat ransformata Laplace s3 existe, iar cea Fourier
sa nu existe. Existenta transformatei Fourier implicd faptul ca s =j® sa apartina
regiunii de convergentd, deci limita acestei regiuni sa fie 2 < 0. Cu alte cuvinte,
pentru un semnal avand regiunea de convergentd a transformatei Laplace ca in

figura IL1, transformata Fourier nu exista.

Exemplul I: Fie semnalul descris de f(1) =e™" +e” penwu 7120, 5i nul in rest. S&

se determine transformata Laplace a sa.

O scriere echivalenta pentru semnalul dat este:
f(ey=e k(i) + 7 h(r)

unde k(1) reprezinta functia treapt unitara.

Pentru simplificare, se poate renunta la scrierea lui /#(7), subintelegdndu-se
existenta ei, adica faptul ca f77) apartine clasei functiilor original. Transformata
Laplace se poate calcula cu relatia II.1:

= =

I‘e':e"’dt - -|.e:’~:""a': =

F(s)= ]f(t)e"“dt =

0

1 I 2s-1
s+l s=2 (s=-1)(s-2)

si este convergenta in regiunea Reis} =c > 2.

In figura I1.2 este reprezentatd zena de convergenta a acestei functii, precum §i
polii si zeroul ei. Se observd ca atat polii cat si zeroul sunt simpli (de ordinul
intdi) §i cd limita regiunii de convergenta este data chiar de cétre unul din poli.
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_Transformata Laplacs

=

1 los 2 o

Fig. IL2: Polii, zeroul §i regiunea de convergentd a transformatei Laplace,

din exemplul 1.

Pentru orice transformatd Laplace rationala (data de o fractie) se pot demonstra

urmatoarele proprietati:

e Toti polii sunt in afara regiunii de convergenta.

e Regiunea de convergenta este fie limitatd la stanga de unul din poli, fie se
intinde pand la - . '

Ambele afirmatii se pot verifica usor pentru functia din exemplul anterior.

Transformata Laplace inversa este data de relatia:

a+jo

] st
fey=5= [F(s)eas (11.2)

o-jm

integrarea facandu-se de-a lungul un‘ei drepte paralele cu axa imaginara, dreapta
situatd in zona de convergentd. Legitura dintre transformata Fourier §i Laplace se
observi si in formula transformatei inverse. De fapt relatia I1.2 se poate obtine
direct din transformata Fourier invers, daci se inlocuieste f(z) cu f(r)e™.

Pentru evaluarea transformatei inverse se foloseste formula de calcul a unei

integrale de linie. aplicati relatiei II.2, rezultdnd:

S0 = SRez(F (e 5,)

unde s sunt polii functiei F(s). Acest lucru este posibil deoarece toti polii lui
F(s) sunt in afara regiunii de convergentd, deci in stinga dreptei pe care se face
integrarea. Reamintim, in acest context, formulele de calcul ale reziduurilor unei
functii de variabila complexa s:

e Pentru un pol simplu a:

Rez{G(s). a} = [(s -a)- G(s)] f

ls—a

(11.3)
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e Pentru un pol a cu ordin de multiplicitate m:

. _ 1 dm_l _ m
Res G(s)aL}—(m_l)!{ =le-a G(s)]}!

Is—a

(11.4)

De asemenea, calculul transformatei Laplace inverse se poate face prin

descompunerea lui F(s) in fractii simple s§i identificarea acestora cu

transformatele unor functii standard. Cateva transformate ale unor astfel de

functii sunt date in tabelul 1.

| ONT Semnalul Transformata Zona de
! Crt. Laplace convergenta
{ 1 & (1) — impulsul Dirac 1 intregul plan
2. | h{)-treapta unitate 1 Ref{s} >0
5 s
3 e I Re{s}>a
| s+a
L4 t ks Re{s} >0
S.’ .
3. r n! Re{s} >0
Sn+l
6. sin ot @ Re{s}>0
5T+’
7. cos wt . Re{s} >0
\ S.‘ " w.’

Tab.IL.1. Transformata Laplace a unor semnale standard

Principalele proprietati ale transformatei Laplace sunt:

a) liniaritatea:
L af () +be)} = {10} +6L {e)

b) teorema asemanarii:

L )= lF(ij unde a>0
a a
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c) teorema intdrzierii:
&L re-n}=e" L)
d) teorema deplasirii:
Z {eq(f(l)% F(s-q)

e) teorema derivirii originalului:

)} =sEs)-£(0)
-f) teorema convolutiei:

& {f©*20}= FOGE)
g) teorema derivarii imaginii:

& {ifw)= dl;is)

h) teorema valorii initiale:

f(0+) =1lim f(1) = lim F(s)
10 so®
>0

1) teorema valorii finale:
lim f(t) = lim sF(s)
A 520
Aceste proprietati pot fi folosite in calculul unor transformate Laplace mai
complicate. De exemplu, stiind: . {t°}=£ si aplicand proprietatea d) putem
S

calcula usor:
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ANEXA IlI: TRANSFORMATA FOURIER A SEMNALELOR
DISCRETE

3.1 Descompunerea in serie Fourier a semnalelor discrete

Fie un semnal discret x[n], cu perioada N. Acest semnal se poate descompune

intr-o serie Fourier, descrisd de urmatoarele relatii:
1 4l 1 e
x{n]= Zake N unde  a; =—N—Z.r[n]e N (IL1)
k=0 i

Sumele se calculeazi pe o perioada a semnalului, momentul initial # = 0 puténd
fi plasat arbitrar. De asemenea se poate arita ca pentru orice k este valabild

relatia a, =a,,,, adicd spectrul unui semnal discret este periodic, cu perioada

egala cu a semnalului.

3.2 Transformata Fourier a semnalelor discrete

Unui semnal discret descris de o functie x/n] i se poate defini transformata
Fourier ca fiind functia complexa de variabila reala:

X@=Y anle (I11.2)

n=—t

iar transformata inversa este data de:
2z
n]= [X(Q)e™d (I11.3)
0

Seria din ecuatia III.2 este convergentd pentru semnale de duratd finita, dar si
pentru unele semnale infinite (de exemplu semnale care sunt absolut sumabile
sau care au energie finita).

Principalele diferente fata de transformata Fourier a semnalelor analogice sunt:

e periodicitatea transformatei Fourier a semnalelor discrete;

e integrarea pe un interval finit in calculul transformatei inverse.

162

“ Transformata Fourier discre

Ambele diferenfe apar drept consecinte ale faptului cd doud exponentiale discrete
care diferd in frecventd printr-un multiplu de 27 sunt identice. Intr-adevar:

@/ = og(Q + 2ka)n + jsin(Q + 2kx)n = cos(Qn + 2kn ) + jsin(Cur + 2kn ) =

=cosCn + jsinQn =", Wmkez
t
Exemplu 1: Fie semnalul discret x{n]=a"h[n]
unde |a| <1 §i h[n] este treapta unitate.
Transformata Fourier a acestui semnal este:
- = e 1
Q)= ; —ifn _ aue—jm - ae o _ ;
X(©) n;:[::k ; ;( e) s
Exemplu 2: Sa consideram acum un puls dreptunghiular de durata finité:
LInkKN,
Anl=9
0,inP> N,
reprezentat in figura III.1
A
[ ]
(11
i
*+—& | *—& >
-N, g N,
Fig. I1L.1. Reprezentarea graficd a semnalului analizat in exemplul 2
Transformata sa Fourier este:
o . N, ) ejﬁ.‘-' _ e— JQUN,+1)
X(Q=Yfnfe =3 e o=
n=-x r=—A =g
; 1
IR (RN 2) _ oM 12y sin Q(N, +5)
= -2 Q2 -52/2 =
N s A s
2
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¥

in evaluarea relatiei s-a tinut cont de expresia sumei unei progresii geometrice:
I Nzl

N, ,,=(] ._q
Zq I-¢

Figura I11.2 contine reprezentarea grafica a acestei functii. pentru diverse valori

ale lu1 V, .

, l

—
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o
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—
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<
-

1
Fig.I1L.2. Reprezentarea transformatei Fourier a semnalului discret de la

exemplul 2, pentru N, = 2, 4, 8, 16.

Principalele proprietati ale transformatei Fourier a semnalelor discrete sunt:

a) liniaritatea:
F {adnl-byinl=a Anl}+aF ({0}

b) teorema intarzierii:
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Transformata Fourier dnsema

Fin R =" F (xin)}
c) teorema deplasarii:

S smlf=-x(@2-0,)
d) teorema convolutiei:

F{xin) vnll= X(@Q)v(2)
¢) teorema derivirii imaginii:

7 | _ - dX(©2)
& {ax{n}} =

f) teorema simetriei:

X(£)=X"(-0) . daca x[n] eR

g) teorema lui Parseval:

n=—o

® 5 ] 2z
2 == [x)’an
2z )

Fie un semnal periodic discret, care este descompus in serie Fourier discreta si
caruia i se calculeaza si transformata Fourier pentru o perioadi. Se poate verifica
prin calcul direct ci intre coeficientii seriei si transformata Fourier exista
urmatoarea relatie:

{ -
Na, = X k i)
Y

\

3.3 Transformata Fourier discrets

Fie un semnal x/n] de durati finita N, adica nul pentru n< g 5 >N,. Alegand
un numar N> N, putem construi, pornind de la x/n] un semnal periodic, de

perioada N, astfel incat:
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x/n] =x[n].ne [0.N-1]

Coeficientii seriei Fourier a semnalului periodic ¥/x] sunt. conform ecuatiei

I11.2:

1 \$.~r ko 1 “‘_' { ] “R=zn
=— > X[n] Yo=— > afnle -
N& N=
Acesti coeficienti definesc ceea ce se numeste transformata Fourier discretd
(DFT) a semnalului finit x/»/. Notatia consacrata este:

2z

.i’(k):%in{n]e_ Y k=01.,N-1

iar transformata inversa este:

Asadar, atat semnalul. cét i transformata sa DFT sunt de lungime finita si
se pot obtine cu usurintd unul din cellalt. Un semnal de durata finitd poate fi

deci reprezentat fie de valorile sale, fie de coeficientii transformatei sale Fourier

discrete.
O alta caracteristica importanta a DFT este existenta unui algoritm numeric

foarte rapid pentru calculul sdu, algoritm cunoscut sub numele de transformata

Fourier rapida (FFT).
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ANEXA IV: TRANSFORMATA Z
Fie un semnal x[n] discret, nul pentru » <0. Se numeste transformata Z a acestui
semnal functia de variabild complexa: !
def = .
X(2)= Z i) = Z.r[n]v z av.n

n=0

Regiunea din planul complex in care seria de mai sus este convergentd se
numeste regiune de convergentd si evident ca transformata Z nu are sens decat

pentru z aflat in interiorul acestei regiuni.

Exemplu: Fie semnalul discret dat de x[n]= a". Transformata Z a sa este:

X(z Zaz"-zaz" = =
(2)= (az™)" P
regiunea de convergentd: [z [> | a|.

in tabelul IV.1 sunt prezentate transformatele Z pentru citeva functii uzuale.

Nr. Semnalul Transformata Z
crt.
0 [n] - impulsul unitar 1
2. h [n] - treapta unitara ‘ oz
z=1
3. x{n]=n - rampa z
: (z-17
g T )
(z-1
3. x[n] =q" z
z~a
6. x[n]=sin(noT) zsin(wT)

z? = 2zcos(wT )+ 1
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x|n|= coslna otz = cos(wﬂ)
' ' { ] ( T) z* —(2:cos(ruT)+1

8. x[n]= r* sin(neT +6) rz|zsin(@) + sin(eT - ())]
2 =2rzcos(@T)+ v’

2]z cos(8) - rcos(wT - 6))]
27 = 2rzcos(wT) +r?

9. xfn]=r" cos(noT +6)

Tab. IV.I Transformarele Z ale unor funciii uzuale

Principalele proprietati ale transformatei Z sunt:

a) liniaritatea:
z\a r[ ]+b [rI‘-n X()+5-1(2)

b) teorema de deplasare:

c) teorema de intdrziere cu o unitate:
X(z
Z {r{ r— IB = —g—l

d) teorema valorii initiale:

lim = 1lim X (2)
¢) teorema valorii finale:
. z~1
lim t{ J=1 .Arn—_.— X(z )
f) teorema asemanarii:
(- ¢ (i N
Zhdnlj=x(2]
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f) teorema derivirii imaginii:

Zon = - XE)

dz

¢) teorema convolutiei:

Z bl slnl} = x[e] v[:]

Exemplu: Fie un sistem discret descris de functia de transfer:

a_+b
Hz)=
() +a+d

Sa vedem cum se poate calcula recursiv, folosind proprietatile transformatei Z;
esirea y[n] in functie de valorile semnalului de intrare uln} ufn 1] ufnr—2]..5i in

functie de valorile anterioare ale iesirii y[n-1] y[x-2]..

Utilizénd definitia functiei de transfer:

t

S
—
&N
,&-
~—~
~—

=
—_~

(3]
R

=)= HE)u) =)
vom scrie acum succesiv urmitoarele relatii echivalente:
W) +ez +d)= (az+b)-u(z)
@) ez +de?)= (@ + 522 ule)
)= azule)+ b u(z) - ey (o) - oy ()
Folosind teorema intarzierii gasim deducem ca:
yn]=a- un=1]+b-uln-2]-c-y[n-1]-a -y[n-2]

relatie ce ne permite calculul recurent al iesirii unui sistem discret. Acest
algoritm se poate generaliza si este util in comanda numencé a SRA.
Determinarea transformatei Z inverse se face de obicei cu formula
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xn]= "fRez{X(:)z"’ ) (1v.2)

unde z, sunt polii functiei X(z). Pentru calculul acestor reziduuri se aplica
formulele date in anexa IT (11.3 sau IL.4).

Daca X(z) este polinomiala se recurge la o descompunere in fractii simple i apoi
se pot utiliza proprietatile transformatei Z precum si tabelele de functii uzuale. in

" o a2 . Xtz
general se recomanda descompunerea in fractii simple a lui —(—) deoarece

majoritatea transformatelor Z au numardtorul de forma = -(...) (vezi i tab. TV.1).

Exemplu: Sa determindm x[n] stiind ca:

X(:) :

Vom descompune mai intéi in fractii simple expresia

Y(: ) gy | 25 _ G GIte
z  2-52247z-3 (z-3)-(z-1} z-3 (-1}

prin identificare gasim valorile ¢, =1,¢, =0,¢; =1. Deci:

Este evident acum ca:
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